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ESIPUHE

Tama moniste on tarkoitettu insindorikoulutuksen differentiaali- ja integraali-
laskennan oppimateriaaliksi. Monisteen siséltdé on rajattu niihin tarkasteltavan
aihepiirin asioihin, jotka allekirjoittaneista Timo Ojala on kasitellyt viime vuosi-
na omassa matematiikan opetuksessaan SAMK Tekniikka Porissa.

Aineiston muokkaamiseen ja esimerkkien laskemiseen ovat osallistuneet seka
matematiikan ylioppilas Leena Ojala ettd matematiikan yliopisto-opettaja Timo
Ranta. TKT Ranta on myds omassa kaytanndn opetuksessaan Tampereen
teknillisen yliopiston Porin yksikdssé testannut osan monisteen materiaalista.

Insindorilla on matematiikan opiskelussa kolme tarkeaa tavoitetta: asioiden
ymmartaminen, tarvittavien laskujen suorittaminen seka suoritettujen laskujen
ja saatujen tulosten esittaminen.

I: InsinGorin tulee ymmartaa matemaattisten kasitteiden oleellinen sisalto.
Siksi tdssd monisteessa on pyritty monipuolisin sovelluksin korostamaan kurs-
sin molempia ydinkasitteitd: derivaattaa muutosnopeuden kuvaajana ja maara-
tyn integraalin summaluonnetta. Insindérin pitaisi pystya muuttamaan kohtaa-
mansa reaalimaailman ongelma matemaattiseen muotoon ja ratkaisun jalkeen
kriittisesti tulkitsemaan vastaus alkuperaisen ongelman kannalta.

II: Insin6o6rin tulee pystya suorittamaan ne matemaattiset laskut, jotka ovat
tarpeen matemaattiseen muotoon saattamansa ongelman ratkaisemiseksi.
Keskimaaraisella insindoriopiskelijalla ei monista eri syista johtuen enéé ole
mahdollisuuksia suorittaa esimerkiksi vaativia mekaanisia integrointeja kasin
laskien. Insindorilla ei siihen ole silti enda tand paivand mitaan tarvettakaan.
Tehokkaat matematiikkaohjelmat ja symboliset laskimet pystyvat suorit-
tamaan nopeammin ja luotettavammin kaikki ne mekaaniset laskutoimi-
tukset, joihin parhaat insinéo6rit ovat milloinkaan pystyneet. Laskimet
pystyvat viela enempaankin ja kaikki tama tapahtuu ilman, etta teknisen
ongelmansa parissa tyéskenteleva insin6ori mitdan menettaa.

Edella todettu ei suinkaan tarkoita sita, etta insindoérin ei tarvitsisi lainkaan osa-
ta derivoida ja integroida, vaan etta insin6orin tulee jo opiskeluaikanaan
ennen kaikkea oppia hyodyntamaan tehokkaita apuvalineita. Mekaanis-
ten laskujen suorittaminen apuvalineita kayttaen jattaa opiskelussa
enemman aikaa myos kahteen muuhun tavoitteeseen paasemiseen.

lll: Ongelmanratkaisussa kaytetyt menetelmat ja laskinkomennot yms. on
esitettdva niin hyvin dokumentoituina, etta ulkopuolinenkin ymmartaa
ratkaisun eri vaiheet ja voi ne itse toistaa. Suppean monisteen lyhyet esi-
merkkiratkaisut eivat tdhan ehka aina ylla, mutta tarkoituksena onkin tarvitta-
essa kayda tallaiset esimerkit tunnilla opettajan selostamina yksityiskohtaisesti
lavitse.
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Apuna esimerkeissa on kaytetty symbolista laskinta TI-Nspire CX CAS.
Annetuista ohjeista saa vinkkeja muidenkin symbolisten laskinten tai
matematiikkaohjelmien hyédyntamismahdollisuuksista.

Monisteeseen on liitetty runsaasti harjoitustehtavia. Tehtavien v-osioihin on
annettu vastaukset monisteen lopussa. Nama osiot on tarkoitettu omien tieto-
jen ja taitojen itsendiseen testaamiseen sekd ennen kotitehtavien laskemista
ettd kokeeseen valmistauduttaessa. Kirjaimin a, b, ¢, ... nimetyt kohdat on
tarkoitettu ennen kaikkea kotitehtaviksi. Niihin ei ole annettu vastauksia, silla
eihan insindori kaytanndssakaan voi tarkistaa vastauskirjasta tehtavan ratkai-
sua. Kaikki kasin laskettaviksi annetut tehtavat voi ja kannattaakin aina
tarkistaa laskimella. Lisaksi tarkoituksena on esittaa kotitehtavien yksityis-
kohtaiset ratkaisut tunnilla. Oppitunneilla on tavoitteena my6s oppia kriittisesti
arvioimaan saatuja tuloksia. Monisteen lyhyt esitystapa ei ole antanut mahdol-
lisuuksia sopivien arviointitapojen riittdvaan kasittelemiseen.

Kaikki halukkaat opettajat saavat kopioida tasta ja muistakin ”Ojalain
laskuopeista” seka omaan opetuskayttoonsa etta oppilailleen jaettavaksi
mitka tahansa sivut tai vaihtoehtoisesti kertoa opiskelijoilleen, mista he
voivat ilmaiseksi kopioida tai ladata kayttoonsa tarpeelliset sivut. Materi-
aalin voi tulostaa kaksipuolisiksi kopioiksi A4-arkeille siten, etta keskelta
niiteilla nidottuna opiskelijalla on kateva A5-kokoinen vihkonen. Epéakay-
tanndllisen vahvan vihkosen valttamiseksi taman opuksen voi jakaa kah-
deksi vihkoseksi oman harkinnan mukaan. Materiaalin voi tietenkin tu-
lostaa haluamassaan koossa myos kansioissa sailytettaville arkeille.

Oppimateriaalisarjan jatkokehittamista varten otamme Kiitollisina vastaan
ilmoitukset painovirheista ja parannusideat pienista yksityiskohdista aina
laajempiin kokonaisuuksiin asti. Samalla lausumme kiitokset myos ”Oja-

lain laskuoppien” aiemmille kehittéjille FM Marjo Ojalalle ja padmatemaa-

tikko, SHV Lauri Ojalalle.
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) Esimerkkeina olevissa laskinkomennoissa on tassa oppaassa kaytetty tietyille suureille ja
merkinnaille vakiintuneita isoja kirjaimia A, V, T, A, ..., vaikka ne kyseisesséa Tl-laskimessa
muuttuvatkin vastaaviksi pikkukirjaimiksi a, v, t, 0, ...
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1. FUNKTIOISTA

1.1 Funktion kasite ja havainnollistaminen

Maaritelma. Suure y on toisen suureen x funktio, jos suureen y arvo maa-
raytyy yksikasitteisesti suureen x arvosta.

Téllaisen riippuvuuden olemassaolo ilmaistaan merkitsemalla y = y(x), mika
luetaan “yy on yy axasta”.

Suuretta x sanotaan argumentiksi tai myos vapaaksi eli riippumattomaksi

muuttujaksi (independent variable). Funktiota y voidaan sanoa myds riip-
puvaksi muuttujaksi (dependent variable).

. Esimerkki. Ympyrén ala A on sateen r funktio, toisin sanoen A= A(r), silla
ympyran ala maaraytyy yksikasitteisesti sdteen avulla, onhan A= zr? kaikilla
mahdollisilla s&teen r arvoilla eli aina, kun r >0.

Kuution sarmaa s voidaan vastaavasti pitda kuution tilavuuden V funktiona

' s=s5(V), koska s = 3V kaikilla mahdollisilla tilavuuden arvoilla.

Jos y on muuttujan x funktio, niin merkintd y(x,) (lue “yy arvolla x-nolla”) tar-
koittaa funktion y arvoa silloin, kun vapaa muuttuja on Xx,.

Téssa kurssissa tutkitaan lahinna vain ns. reaalifunktioita eli yhden reaalisen
muuttujan reaaliarvoisia funktioita. Reaalifunktioita voidaan havainnollistaa
esimerkiksi

- taulukoimalla funktion arvoja

- esittamalla funktion kuvaaja.

Esimerkki. Tarkastellaan funktiota y =~/169 - x2 ++/x2-25 -10.

Naemme, ettd tama funktio on (reaalisena) maaritelty vain, jos molemmat juur-
 rettavat ovat ei-negatiivisia eli jos 5 < \x\ <13. Toisin sanoen muuttujan x on

oltava jommallakummalla valeistda —13<x<-5 tai 5< x<13.

Seuraava taulukko esittda funktion tarkat arvot tai yksidesimaaliset likiarvot
. joissakin maarittelyalueen pisteissa.

| X| -%5-13-11-9 -7 -5 -3 1 1 3 5 7 9 11 13 15
y(x)‘ 2 676959 2 2 59 69 6.7 2
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. Funktion arvon puuttuminen edellisessa taulukossa argumentin joidenkin arvo-
. jen kohdalta kuvaa sita, etta funktio ei ole naissa kohdissa maaritelty. '

Funktion y = y(x) kuvaaja saadaan merkitsemalla xy-koordinaatistoon piste
. (X, ¥(x)) jokaisen sellaisen argumentin x arvon kohdalle, jossa funktio y on

- méadritelty. Seuraavassa on funktion y =169 - x +x* -25 -10 kuvaaja.

S

Arvojoukkao
[ CRI TR R N

Puoletmaantlelyjoukosta S S Puoletmaanttelﬂoukosta - x

—14—13—12—11—13 —9 -8 -7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 11 2 3 4 5 5 7 s 9 1@ 11 12 13 14

Kuvaan on vaakasuorilla viivoilla merkitty taman funktion maarittelyjoukko,
. joka muodostuu suljetuista valeistd [-13,-5] ja [5,13]. Pystyviivalla on mer- |

kitty funktion arvojoukko, joka on suljettu véli [2,12v2 -10]=[2,6.97].

__________________________________________________________________________________________________________________________

Huomautus. Funktion maaritelmassa olevasta yksikasitteisyysvaatimuksesta
johtuen funktion kuvaajalle on ominaista, etta xy-tason jokainen pystysuora
suora leikkaa funktion kuvaajaa enintdan yhdessa pisteessa.

. Esimerkki. Ympyraviiva x° + y* =10° ei ole mink&an funktion kuvaaja, silla
esimerkiksi pystysuora suora x =0 leikkaa tata viivaa kahdessa eri pisteessa
. (0,£10). Voimme kuitenkin ajatella ympyréaviivan muodostuvan ylemmasta ja

alemmasta puoliympyrénkaaresta eli kahden eri funktion y =100 - x* ja

.y =100 - x> kuvaajista.

__________________________________________________________________________________________________________________________

Seuraavissa kohdissa 1.2 — 1.4 tarkastelemme, millaisilla tavoilla funktion y
riippuvuus argumentista x voidaan antaa. Tarkastelemme myds funktion ku-
vaajan piirtamista eri tilanteissa.
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1.2 Ratkaistu eli eksplisiittinen muoto

Sanomme, ettad funktio y on esitetty ratkaistussa (eli eksplisiittisessa)
muodossa, jos funktion y riippuvuus muuttujasta x tunnetaan muotoa y=f(x)
olevan yhtélén avulla, missa lauseke f(x) on saatu

- muuttujasta x ja reaalisista vakioista (esim. 0,1, 2.3, 1,6a5,...)

- suorittamalla aarellinen maara yhteen-, vahennys-, kerto- ja jakolaskuja,
potenssiinkorottamisia, juurenottoja seka seuraavien funktioiden ottoja:
eksponenttifunktiot, logaritmifunktiot, trigonometriset funktiot ja arkusfunk-
tiot (seka joitakin muitakin funktioita kuten hyperbeli- ja areafunktiot, joita ei
kuitenkaan tdssa materiaalissa kayteta).

Esimerkki. Ratkaistussa muodossa esitetyn funktion maarittelylauseke f(x)

i 2 .
 voi olla esimerkiksi % tai 3e*"® _g(In(arcsin(~2x% +1)) .

Ratkaistussa muodossa olevan funktion kuvaajan piirtdminen on periaatteessa
helppoa (joskin kaytdnndssa usein tydlasta): lasketaan riittdvan tiheasti argu-
mentin x arvoja vastaavia y-arvoja, joita vastaavat pisteet sijoitetaan koordi-
naatistoon ja lasketut pisteet yhdistetdan. Laskettuja pisteité ei saa tietenkaan
yhdistaa, jos niiden valilla on esimerkiksi nimittajan nollakohta tai jokin muu
kohta, jossa funktio ei ole maaritelty.

Laskimella tai tietokoneella piirrettdessa on valittava asetus, joka sopii ratkais-
tussa muodossa olevan funktion kuvaajan piirtamiseen. Turvallisinta on laskea
pisteita riittavan tiheasti ja valita sellainen piirtdmisasetus, jossa vain lasketut
pisteet merkitdan nakyviin ilman, etta perattaisia laskettuja pisteita yhdistetaan
viivalla, jotta kuvaajaa ei piirrettaisi esimerkiksi funktion nimittajan nollakoh-
taan, kuten vanhemmilla laskimilla helposti kavisi.

Huomautus. Jos funktio y tunnetaan eksplisiittisessd muodossa y = f(x), niin
merkintd y(x,) tarkoittaa arvoa f(x,).

EEsimerkki. Jos y=ﬁ, niin y(2):%:% ja y(a+b)=—2t0_

Lauseke y(—1) ei ole maaritelty, silla nollalla jakamista ei ole maéaritelty.

Maaritelma. Funktioista f(x) ja g(x) saatavat yhdistetyt funktiot fog ja
gof maaritellddn ehdoista
(fog)(x)=1f(9(x)) ja (gof)(x)=9(f(x))
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. Esimerkki. Jos f(x)=x* ja g(x)=x+3, niin

| (fog)(x)=f(g(x))=f(x+3)=(x+3)* .

Téssa esimerkissa ensin suoritettava funktio g on ns. sisafunktio ja viimeksi
. suoritettava funktio f on ns. ulkofunktio.

Huomautus. Funktioita yhdistettdessa funktioiden suoritusjarjestys on merkit-
seva, silla yleensa yhdistetty funktio fo g on eri funktio kuin painvastaisessa

jarjestyksessa yhdistetty funktio gof.
Edellisessakin esimerkissa (g o f)(x) = g(f(x)) = g(x*) = x* + 3, mik& on eri lau-
seke kuin edelld ollut yhdistetty funktio (fog)(x)=(x+3)2.

Esimerkki. Edellisen esimerkin funktiot f(x) ja g(x) seka h(x)=f(g(x)) voi-

daan maaritelld moniin apuvélineisiin seuraavanlaisilla komennoilla
Define f(x)=xna2
x+3 g(x)
! h(x) = f(g(x)) (Lue: h(x) saa arvon f(g(x)) )
Maarittelyn jalkeen lauseke h(x) tarkoittaa lauseketta (x +3)° ja esimerkiksi
lausekkeen h(1) arvoksi saadaan 16.

1.3 Ratkaisematon eli implisiittinen muoto

Jos tunnetaan riippuvaa muuttujaa y ja riippumatonta muuttujaa x sitova muo-
toa F(x,y)=0 oleva yhtalé (esimerkiksi x°+ y®=100 eli muokattuna
x*+y?-100=0), niin sanotaan, etta funktio y on annettu ratkaisematto-
massa (eli implisiittisessa) muodossa. Ratkaisemattomasta muodosta pys-

tytaan joskus ratkaisemaan riippuva muuttuja y riipppumattoman muuttujan x
yhtena tai useampana eksplisiittisena lausekkeena.

——————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————

. Esimerkki. Kahden tuntemattoman toisen asteen yhtalosta
ax®+bxy+cy’+dx+ey+f=0 (a,...,f vakioita) |
. saadaan yleensa kaksi ratkaisua funktioksi y. Jos ne ovat reaalisia, niin ratkai- |
. sufunktioiden kuvaajat yhdessi muodostavat jonkin toisen asteen kéyran (ym-
pyran, ellipsin, paraabelin tai hyperbelin) tai jonkin niiden surkastuman (pis- '
. teen, suoran tai kaksi suoraa).
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1.4 Parametrimuotoinen funktio

Kéytannbssa on usein tilanteita, joissa funktiota ei tunneta suoraan riippumat-
toman muuttujan lausekkeena, vaan seka riippuva etta riippumaton muuttuja
tunnetaan molemmat saman kolmannen muuttujan eli parametrin lausekkeina.
Tutuin esimerkki tastd parametrimuodossa annetusta funktiosta lienee vino
heittoliike.

Esimerkki. Tarkastellaan origosta hetkella t =0 alkavaa vinoa heittoliiketta,
jossa alkunopeuden x- ja y-akseleiden suuntaiset komponentit ovat v, ja v, .

Kappaleen aseman x- ja y-koordinaatit saadaan yhtaldista
' Xx=v -t
_ 1 o, 120,
| y—vy-t—E-g-t
missa g on painovoiman aiheuttama kiihtyvyys.
' Sijoittamalla ylemmasta yhtalosta ratkaistu parametri t = x/v, alempaan yhta-
|I66n, saadaan y ratkaistua x:n eksplisiittisena lausekkeena
' v
o __9
y = v, X 2 X

. jonka kuvaaja on alaspain aukeava paraabeli.

__________________________________________________________________________________________________________________________

b

Huomautus. Edelld parametri t eliminoitiin sijoituskeinoa kayttaen.

Seuraavassa esimerkissa parametri eliminoidaan sopivaa kaavaa kayttaen,
jolloin paastaan yhtaldéon, jonka kuvaajan tunnemme.

on vaikea eliminoida parametria t sijoi-

tuskeinolla. Korottamalla yhtalét erikseen neliédn ja laskemalla ne sitten yh-
 teen saadaan x*+y®=1, silld onhan sin®t+cos®t=1.

i Alkuperaisesta yhtaldparista maaraytyvat pisteet ovat siis kaikki origokeskisel-
14 yksikkdympyralla. |
Pisteitd laskemalla on helppo todeta, ettd koko ympyra todella piirtyy kertaal-
' leen vastapaivaan alkaen positiivisen x-akselin pisteesta (1,0), kun parametri ¢
kasvaa arvosta 0 arvoon 27z . Funktion yksikasitteisyysvaatimuksesta johtuen
meidan pitaa tulkita tilanne siten, etta annettu parametriesitys maarittaa kaksi

erifunktiota y=v1-x2 ja y=—V1—-x* .
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Esimerkki. Yhtaldita neliddnkorotettaessa ja yhteenlaskettaessa mukaan

x = sint
y=|cost|"
Korottamalla yhtalét neliédn ja laskemalla ne sitten yhteen, saadaan lopputu-
lokseksi koko origokeskisen yksikkdympyran yhtaldé x* + y® =1 kaksine funkti-

saattaa tulla vieraitakin ratkaisuja. Tarkastellaan yhtaléparia {

oineen y = ++/1— x?, vaikka alkuperaisten yhtélditten mukaan on voimassa
y 20, joten annetut yhtalét maarittavatkin vain yhden funktion y = +y1- x* .

. 1
. Esimerkki. Tutkitaan yhtaldparin ?I‘
| t

kuvaajaa korottamalla yhtal6t neliéon ja
. vahentdmalla saadut yhtalot, jolloin saadaan _'10 5 (z[
: 3

2 2 1 2 1 2
X -y :(”?) ‘("‘?) =4 . -
. 7
22 22 -

Kyseessa on sivuille aukeava hyperbeli, jonka puoliakselit ovat 2 ja 2.
. Kuvaajan joidenkin pisteiden vierelle on merkitty vastaava parametrin t arvo.

Vaikka parametrin eliminointi ei onnistuisi, niin parametrimuodossa annetun
kayran voi aina piirtdd apuvalineilla kayttden sopivaa moodiasetusta tai seu-
raavan esimerkin mukaisesti myos kasin laskemalla ensin riittavasti pisteita.

X=1+t

s , —2<t<2 ,on hankala eliminoida pa-
y=1>+t

Esimerkki. Yhtaloparista {
rametria t.

Mutta antamalla t:lle arvoja, voimme laskea kuvaajan yksittaisia pisteita, joiden
. avulla kuvaajaa voidaan hahmotella. Kuvaajan toinen haara jatkuu oikealle '
' yl6s ja toinen oikealle alas.

t | x=t2+t|y=1"+t A
-2 2 -10 _ 5

-1 0 -2 x

0 0 0 -2 2 4 6 8

1 2 2 : \\

2 6 10 _ 10
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. Esimerkki. Tarkastelemme uudelleen parametriesityksen {;i z{ﬂﬁ kuvaa- |

jan piirtamista laskimella tai tietokoneella. Muutettaessa kuva-alueen rajoja tai
. parametrin askelpituutta saattaa hyperbelin kuvaajaan tulla mukaan viereisen
. kuvan mukainen ylimaarainen suora viiva.

Tama viiva aiheutuu siita, etta apuvaline on jos-

. sakin vaiheessa laskenut negatiiviseen t-arvoon

' liittyvan pisteen kuvan vasemmasta yldreunasta
ja seuraavaksi laskettava positiiviseen t-arvoon
 liittyva piste on kuvan oikeassa alareunassa.

. Perakkain laskettuja pisteita oletusoptioin yhdis-
 tettdessa syntyy sitten tallainen ylimaarainen viiva.

' Ylim&araisen viivan synnyn voi estaa valitsemalla piirrettavaksi vain pelkéat ,
lasketut pisteet ilman niita yhdistavaa viivaa. Jos laskettuja pisteita on riittavan
: tihedss4, niin pistejono vaikuttaa yhtenéiselta viivalta.

. Vastaavanlainen ylimaéarainen viiva saattaa syntya varsinkin vanhemmilla
laskimilla piirrettdessa myds ratkaistussa muodossa olevan funktion y=1/x

' kuvaajaa moodissa, jossa perattain lasketut pisteet yhdistetaan.

__________________________________________________________________________________________________________________________

Tarkeimpien viivojen parametriesityksia

Monilla viivoilla on muotoa y=f(x) tai F(x,y)=0 olevan koordinaattiyhtalén
lisaksi parametriesitys, joka on tietyissa tilanteissa paljon kayttokelpoisempi
kuin koordinaattiyhtalo.

Pisteiden (x,,y,) ja(x,,y,) valinen jana

{x=x1+t~(x2—x1) 0<t<

y=y1+t'(}/2_y1)

. Huomautus. Edellisella janalla on esimerkiksi myds seuraavat vdhemman
. suositeltavat parametriesitykset

(X2_X1)
2 , 0<t<2 ja {

(Y. —Yy)
y:y1+t.%

X=x +1 X=%+1-3(x=%) o 41
y=y2+f3(y1_}/2), B _3

Kaikki edelld olleet janan kolme parametriesitysta saadaan tasaisen liikkeen
' kaavalla s=s, +t-v ajattelemalla pisteen siirtyvan tasaisella nopeudella pis-

teesta (x,,y,) pisteeseen (x,,y,) (tai painvastaiseen suuntaan) ajassa 1, 2 tai
. 1/3 (sekuntia).
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Pisteiden (x,,y,) ja (x,,y,) kauttakulkeva suora

{x:x1+t-(x2—x1) e R
y=yi+t-(Ya=y)’

Avaruuspisteiden (x,,y,,2,) ja (x,,Y,,Z,) kautta kulkeva suora

{x:x1+t-(x2—x1)

y=y;+t-(y,—y), teR
z=z+1t-(z,-2)

Origokeskinen r-sateinen ympyra

{X:f'C‘.’S’, O<t<2r
y=r-sint

——————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————

' Huomautus. Ylla olevaa kaavaa kaytettaessa ympyra piirtyy kertaalleen vasta- |

paivaisella kierrolla alkaen pisteesta (r,0).

 Talla ympyralla on myés muita vihemman suositeltavia esityksia:
Ympyra syntyy myo6tapaivaisella
kierrolla alkaen pisteesta (0, r)

bl

{x:r-smt 0<t<2r

y =r-cost
{x: r-cos(3t) 0<t<2T Ympyra piirtyy kuten aidatussa perusesityk-
y=r-sin(8)’  ~ ~ 3 |sessdkin, mutta "kolminkertaisella nopeudella”

(x4, Y,)-keskinen r-sateinen ympyra

{x:x0+r-cqst, 0<i<2r
y=Yy,+r-sint

(x,,Y¥,) -keskinen ellipsi puoliakseleina a ja b

{X:X0+a'cc.’3t, o<t<or
y=Yy,+b-sint

(x5, ¥,) - keskinen hyperbeli ja senliittohyperbeli puoliakseleina a ja b

X=X, + g (t+ %)
b K te R
Y=Yy, + E(t T ?)
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1.5 Kaanteisfunktio

Maaritelma. Kahta funktiota f ja g sanotaan toistensa kaanteisfunktioiksi,
jos ne perakkain suoritettuina kumoavat toistensa vaikutuksen ts. jos
flgx))=x Ja g(f(x)=x
niilla x:n arvoilla, joilla sisempi funktio on maaritelty. Talldin merkitaan
f=g9g"' ja g=f".

Huomautus. Kaanteisfunktion tunnukseen liittyva ylaindeksi ' ei suinkaan

tarkoita "kantalukunsa" kdanteislukua, vaan maaritelman mukaista kaanteis-
funktiota, jolla ei yleensa ole mitdén tekemista lukujen jakolaskun kanssa.

Huomautus. Jotta funktiolla f(x) voisi olla olemassa k&anteisfunktio f'(x),
niin funktio f ei voi saada samaa arvoa kahdessa eri pisteessa.

Jos nimittain olisi erisuuret luvut x, ja x, siten, etta f(x,) = f(x,) = y,, niin
mahdollinen kéaanteisfunktio f~' kuvaisi luvun y, kahdella eri tavalla:

f(y,) =f"(f(x)) = x, ja toisaalta f'(y,) = f"(f(x,)) = x,. Kdanteisfunktio saisi
siis kohdassa y, kaksi eri arvoa, mika olisi ristiriidassa k&anteisfunktiotakin
koskevan yksikasitteisyysvaatimuksen kanssa.

Huomautus. Jos funktio f saa mahdolliset arvonsa vain kertaalleen, niin silla
on kaanteisfunktio 7', joka maaraytyy ehdosta f(f(x))=x .
Vaikka huomautuksen ehdon tayttavalla funktiolla onkin kdanteisfunktio ole-

massa, niin kaanteisfunktion eksplisiittisen maarittelylausekkeen muodostami-
nen on usein vaikeaa tai jopa mahdotonta.

_________________________________________________________________________________________________________________________

Esimerkki. Koska funktion f(x)=3x-5 saa mahdolliset arvonsa vain kertaal-

leen, niin silla on kaanteisfunktio, joka talla kerta Idydetaan helpostikin 1&htien
. maaritelméan ehdosta

Laske f arvolla f~'(x) Ratkaise ' (x)

F(F'(X)) = x PN 3 (x)-5=x o f1(x):XT+5
' Tarkistus:
f(f—1(X))= f(X+5):3 X+5 _5= X
. 3 3
edell&kin vaaditun perusteella ja my6s
F(f(x)) = £ (3x—5) =w _ x
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Huomautus. Funktion f ja sen kaanteisfunktion f' kuvaajat ovat toistensa
peilikuvia suoran y = X suhteen.
Todistus. (X,,Y,) on funktion y = f(x) kuvaajan piste

&y, =1(x,) ‘ Otetaan kummastakin puolesta ™

e F(y,)=1(f(x)) =X

< (¥, X,) on funktion y = f'(x) kuvaajan piste
Koska funktioiden f ja f™' kuvaajien pisteet ovat pareittain symmetriset suoran
¥Y=X suhteen, niin itse kuvaajatkin ovat symmetriset ko. suoran suhteen.

Esimerkki. Koska funktio f(x)= x® saa mahdolliset arvonsa vain kertaal-
. leen, niin silla on k&anteisfunktio, joka nyt maaraytyy helpostikin méaritelmén
. ehdosta, etta kaanteisfunktio ja funktio kumoavat toistensa vaikutuksen:

Laske f arvolla ™ (x) Ratkaise f'(x)

. f(F(x) = x PN F'x)P=x o  f'(x=¥Yx
Tarkistus. f(f'(x))=f(¥/x)=(¥x)=x edellakin lasketun perusteella.

| Myds £ (F(x))=F"(x*)=Yx* = x.

Alle vasemmalle on piirretty funktion f(x) = x° kuvaaja, keskelle kaanteisfunk-

tion £'(x) = ¥x kuvaaja ja oikealle molemmat kuvaajat, jotka ovat todellakin
. toistensa peilikuvia suoran y =X suhteen.

Yia . . . . N A . - Yia .

3 3 . . . . . . 3 .

2 . . . 2 . . . . . 2 .

1 . / . i
X X X
-4 -3 -2 - i 2 3 4 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4 -4 -3 -2 - 1 2 3 4
S -. . . . S - . .. S 4. . . .

-2 -2. -2

-3 -3 -3

-4 -4 -4

Huomautus. Palautamme ensin mieleen arcussinifunktion maaritelman:
arcsinx on se valin [—-90° 90°] kulma, jonka sinion x, —1< x<1.

. Tavallisella sinifunktiolla ei voi olla k&anteisfunktiota, koska tavallinen sini saa
| useammassa pisteessa saman arvon, esimerkiksi sin(0) = sin(2r).

Mutta valille [-90°,90°] rajoitettu sinifunktio ja edellda maaritelty arcussini ovat
toistensa kaanteisfunktioita, silla ne kumoavat toistensa vaikutuksen:

1) Jos —90° < < 90°, niin arcsin( sin(a) ) —a

| —

valin [-1,1] luku

se valin [-90°,90°] kulma, jonka sini on sin(a)
ja téllaisia kulmia on ko valilla vain yksi

52) Jos —1<x <1, niin sin( arcsin(x) )=x
: —_—

se valin [-90°,90°]
kulma, jonka sini on x
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Harjoitustehtavia

_ 42 _ __1 _x—1
1.1 Olkoon y(x)=x", u(x)=2x+1, f(x)_x+1 ja g(x) D"

M&éarita kasin ja laskimella
vl) y(2), ui2), f(2), 9(2) v2) f(a+1) v3) f(a)+f(1)

V) 72 ) gg ; v6) y(u(@) V7) y(u(x) v8) u(y(x)

a) y(=1), f(=1), g(-1) b) fla-1) c) % d) 9(3)g(4)
e) y(u@) ) uy@) 9) yy(x) h) u(u(u()

1.2 Tarkastellaan funktioita f(x)=2x, g(x)=x*+1 ja h(x)=3x-1.
Ratkaise kasin ja laskimella seuraavat yhtalot.

V) (feg)(x)=(gef)(x) a) (feh)(x)=(hof)(x) b)(geh)(x)=(hog)(x)
1.3 Hahmottele kasin ja piirrd laskimella seuraavien funktioiden kuvaajat

x—l‘2
a) y=Ix* b) x*+y*=8 c) {y M
8

1.4 Esitd y muuttujan x avulla eliminoimalla parametri t yhtaldista

1){x t—3 ){x=4t—1 3) {x=23int ){x:sint+1
? -1 y=2t+1 y =cost y=2cos’t
a) {x=t+1 ) {x:2t+1 ) {X:ZSinzt d) {X:ZSint+1

y=1t+1 y=3t-1 y =3cost y=cost-3

1.5 Maarita seuraaville viivoille ainakin kaksi eri parametriesitysta, tarkista
vastauksesi laskimella piirtamalla.
a) jana A(1,2)B(5,4)
b) pisteiden C(2,1) ja D(4,4) kautta kulkeva suora
c) origokeskinen 4-sateinen ympyra
d) (2,1)-keskinen 3-séateinen ympyra
e) (1,2)-keskinen ellipsi, jonka puoliakselit ovat 4 ja 3.

1.6 Maarita suorien leikkauspisteet seka graafisesti etta laskemalla

x=2t-1 . X=t-1
v) {y=t+1 ja {y=2t—2
{x=4—t . {x=3—2t
a)

a x=2t-1
y=-4+2t J y=1+t

b) 2x+3y =4 ja {y=3t+2

1.7 Maérita funktion f(x)=§+3 kaanteisfunktio kahdella eri tavalla:

a) vaatimalla, ettd f ja f~' kumoavat toistensa vaikutuksen

b) piirtamalla funktion f kuvaaja ja symmetriaa kayttaen sen kaanteis-
funktion kuvaaja, jonka yhtalén paattelet lopuksi kuvasta.
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2. FUNKTION RAJA-ARVO JA JATKUVUUS

2.1 Raja-arvon kasite

Maaritelma. Sanomme, etté funktiolla f(x) on kohdassa x, raja-arvo y,, jos
funktion f arvot lahestyvéat arvoa y, muuttujan x lahestyesséa kohtaa x, kum-

malta puolen tahansa. Raja-arvon olemassaolo ja arvo ilmoitetaan kirjoitelmilla
lim f(x)=y, tai f(x)—=y,, kun x—= X,

X—Xy

Esimerkki. Tasmallisten matemaattisten tarkastelujen asemasta tyydymme

. havainnollistamaan raja-arvoa seuraavilla kuvilla, joissa avoin ympyréa kuvaa

 sita, etta funktiota ei ole lainkaan maaritelty vapaan muuttujan arvolla x, .

. Kaikilla kuvan funktioilla on kohdassa x, raja-arvo y, , koska funktion arvot

. iimeisesti lahestyvat kyseistd arvoa, kun vapaa muuttuja lahestyy kohtaa x, .

Funktion arvojen ei tarvitse koko ajan lahestya raja-arvoa, vaan valilla voi va-
. han etaantyakin. Lahestyminen voi tapahtua myos kolmannen kuvan mukai-

. sesti "heilahdellenkin” arvon y, molemmin puolin. Paéasia on, ettd muuttujan

ollessa riittavan lahelld kohtaa x, funktion arvotkin ovat hyvin lahella arvoa y, .

Kannattaa huomata, etta funktion mahdollisella arvolla raja-arvokohdassa x,
. ei ole mitaan vaikutusta funktion raja-arvoon, vaikka kyseinen kuvaajan piste

. olisi jopa taysin erillaan muusta kuvaajasta.
' y y y

M’/\ }{’\/\f" %

Esimerkki. Huomaa myds funktion f(x) = ex/|x|
. viereisen kuvan mukaisesti "aarettémyyksiin”
liittyvat raja-arvot

lim f(x)=0 eli f(x)—>0, kun x——co

Iin’(n) f(X)=oc0 eli f(X)—>oo, kun x—0
IXiLrlf(x)zoo eli f(x)—> oo, kun X > 5 ; X

Viimeinen tulos luetaan "limes f x, kun x lahestyy aaretdnta, on aareton” tai
. ”f x |ahestyy aaretdnta, kun x I&hestyy aaretdnta”.
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2.2 Toispuoleisista raja-arvoista

Esimerkki. Kuvan mukaisella funktiolla
— 2 <

F(x) = 2—-x°, kun x <1
x—1, kun x>1

on kohdassa x=1 ns. toispuoleiset raja-arvot
- vasemmanpuoleinen raja-arvo Iin11_ f(x)=1
X—>
- oikeanpuoleinen raja-arvo Iin11+ f(x)=0.
X—

Jalkimmainen luetaan "limes f x, kun x lahestyy ykkdsta oikealta, on 0”. Koska
toispuoleiset raja-arvot ovat erisuuret, niin raja-arvoa )Im f(x) eiole olemassa.

ki

5 X

__________________________________________________________________________________

——————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————

. Esimerkki. Seka funktion arvoja taulukoimalla, kuvan mukaan etté “"terveella

jarjella” paatellen todetaan seuraavat toispuoleiset raja-arvot

1 1

im —=-c | lim - =4 :
x—0" X x—0" X
. ) +3
y="1/x
t2
11
: X
32 -1 1 2 3
-1
-2
-3

1

— =400

X

y=-1/x]|

-1
X

= —0Q

__________________________________________________________________________________________________________________________

Esimerkki. Seuraavissa murtolausekkeissa osoittaja lahestyy nollasta eroa-
vaa vakiota ja nimittaja lahestyy nollaa, jolloin osamaara lahestyy joko plus-
tai miinusaaretdnta. Raja-arvon merkki paatelldan osoittajan ja nimittajan

merkkien avulla:
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2.3 Jatkuvuus

Maaritelmia. Funktio f(x) on jatkuva kohdassa x,, jos lim f(x)=f(x,).

X=Xy

Funtio on oikealta jatkuva kohdassa X, jos lim f(x)=1f(x,).

X=X,

Funtio on vasemmalta jatkuva kohdassa x,, jos lim f(x)=f(x,).

—Xo

Funktio on epajatkuva kohdassa x,, jos funktio ei ole jatkuva ko. kohdassa.

. Esimerkki. Tarkastellaan kuvan funktiota y
f(x)—{1’ kun0< x<4, x#2, x+3 21 r
12, x=3tai4<x<5 1 o
' jota ei ole maaritelty kohdassa x =2 eika X
. valin [0,5] ulkopuolella. 1 2 3 4 5

Funktio f(x) on
. - epajatkuva kohdassa x =0, koska lim (x) ei ole méaritelty

- epajatkuva kohdassa x =2, koska f(2) ei ole maaritelty
- epajatkuva kohdassa x =3, koska Iing f(x)=1#2=f(3)

- epéjatkuva kohdassa x=4, koska IirT)1 f(x) ei ole mé&éaritelty
- epdjatkuva kohdassa x =5, koska Iirr; f(x) ei ole maaritelty

- jatkuva kaikissa muissa maarittelyalueensa pisteissa.

__________________________________________________________________________________________________________________________

Maaritelmia. Funktio on jatkuva avoimella valilla, jos funktio on jatkuva ta-
man valin jokaisessa pisteessa.
Funktio f(x) on jatkuva suljetulla valilla [ a, b], jos funktio on jatkuva vas-

taavalla avoimella valilla ja oikealta jatkuva valin alkupisteessa seka vasem-
malta jatkuva valin loppupisteessa.

Funktio f(x) on jatkuva puoliavoimella valilla ] a, b], jos funktio on jatkuva
vastaavalla avoimella valilla ja vasemmalta jatkuva valin loppu pisteessa.
Vastaavasti maaritellaan funktion jatkuvuus puoliavoimella valilla [a, b[.

. Esimerkki. Edellisen esimerkin funktio f(x) on jatkuva
. - puoliavoimella valilla [0, 2]

- avoimilla valeilla 12,3 ja ]3,4[

- suljetulla valilla [4, 5]

- sekd naiden kaikkien valien kaikilla mahdollisilla osavéleilla kuten esimer-
kiksi valeilld ]0.5,1.5] ja ]4,5].

__________________________________________________________________________________________________________________________
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Huomautus. Funktio on jatkuva jollakin (avoimella, puoliavoimella tai suljetul-
la) valilla silloin ja vain silloin, kun sen kuvaaja on talla valilla jatkuva, katkea-
maton viiva.

Maaritelma. Funktio on jatkuva, jos se on jatkuva maérittelyalueensa jokai-
sessa kohdassa. Funktio on epajatkuva, jos se ei ole jatkuva.

--------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------

. Esimerkki. Tarkastellaan suljetulla valilla [0, 1] ehdosta f(x) =2 mé&ariteltya
funktiota 7. Vaikka tamaé funktio on jatkuva suljetulla valilla [0, 1], niin se ei ole
jatkuva eika se ole jatkuva tdman suljetun valin paatepisteissa! Sanonta "sulje-
. tulla valilla jatkuva funktio” korostaa sita, etta jatkuvan funktion raja-arvoehtoa |
. on lievennetty paatepisteiden ulkopuoliselta osalta.

Huomautus. Funktio on jatkuva silloin ja vain silloin, kun sen maarittelyjoukko
muodostuu avoimista véleista ja funktion kuvaaja on jatkuva, katkeamaton vii-
va jokaisella naista valeista.

Jatkuvan funktion kuvaaja katkeaa yksittaisissa kohdissa, joissa funktio ei ole
maaritelty eikd kuvaajaa ole olemassa sellaisilla suljetuilla valeilla, joilla funktio
ei ole maaritelty.

i < ,
' Esimerkki. Funktio f(x) :{ ;/Xkuk#gi;!:gx*t 0 3

on jatkuva kaikilla maarittelyjoukon muodostavilla
. valeilla eli avoimella valilla ]—«,0[, puoliavoimella . S, 4 L
- valilla ]0,1] ja suljetulla valilla [2, 3]. x|

. Koska esimerkin funktio ei ole jatkuva maarittely- ~
joukkonsa kohdissa 1, 2 ja 3, niin se on epajatkuva.
. Huomaa, etta vaikka funktio on jatkuva maarittely-

. joukkonsa kaikilla mahdollisilla osavaleilla, niin se ei kuitenkaan ole jatkuva.

Esimerkki. Edellisesta pienin muutoksin saadun Y3
§ . _J1/x,kun x<1, x#0 . 2 o—-o
i funktion g(x)—{2 kun 2< x<3 jatkuvuus .

 voidaan perustella kahdellakin tavalla: 7
- funktion kuvaaja on katkeamaton viiva kaikilla 4 i
kolmella funktion maarittelyjoukon muodostavalla\
avoimella osavélilla :

- funktio on jatkuva maarittelyjoukkonsa jokaisessa kohdassa.

Timo Ojala, Leena Ojala ja Timo Ranta:
20 J Differentiaali- ja integraalilaskenta 20 l
Ojalain laskuopit




Huomautus. Jos funktio on jatkuva jollakin valilla, niin funktion kuvaaja on tal-
la valilla jatkuva, katkeamaton viiva. Funktion jatkuvuus yksittdisessa kohdas-
sa ei kuitenkaan takaa funktion kuvaajalle minkaanlaista katkeamattomuutta.

Esimerkkina tarkastellaan funktiota
hix)= x| , jos x on rationaalinen ¥
1| , jos x on irrationaalinen ’

jonka kuvaaja muodostuu kuvan mukaisesti origosta

seka aarettoman tiheassa x-akselin ylapuolella olevista %
rationaalikoordinaattisista pisteista (x,|x|) ja arettdman

tihedssa x-akselin alapuolella olevista irrationaalikoordi-
naattisista pisteista (x,—\x\) , joista molemmantyyppisista

pisteista vain harvat on merkitty nakyviin. Koska IiLn0 h(x)=0=h(0), niin funktio

h(x) on maaritelman mukaisesti jatkuva origossa. Kaikissa muissa pisteissa
funktio on tietenkin epgjatkuva.

Huomautus. Jatkuvia funktioita ovat esimerkiksi kaikki
- polynomit
- potenssifunktiot (esimerkiksi x? ja Ux eli x")
- eksponenttifunktiot (esimerkiksi e*, 2*)
- logaritmifunktiot (esimerkiksi In x, g x)
- trigonometriset funktiot (sin x, cos x, tan x).
- arcusfunktiot (arcsin x, arccos x, arctan x)

sekd naista peruslaskutoimituksilla (yhteen-, vahennys-, kerto- ja jakolaskulla
seka potenssiin korottamalla) ja funktioita yhdistdmalla saatavat funktiot.

Huomautus. Tangenttifunktio on jatkuvan funktion maaritelman mukaan jatku-
va, vaikka sen kuvaaja katkeaakin kohdissa x =z/2+ nx, joissa funktio ei ole
maaritelty.

Yleisemminkin jatkuvien funktioiden osamaarat ovat em. maaritelman mukaan
jatkuvia, vaikka niiden kuvaajat katkeavat nimittdjan nollakohdissa, joissa funk-
tio ei ole maaritelty ja jotka eivat siis kuulu funktion maarittelyalueeseen. ltse
asiassa tangenttifunktiokin on jatkuvien sini- ja kosinifunktioiden osamaara.

Huomautus. Sellaisia kohtia, joissa "tavallisista” funktioista muodostetun funk-
tion kuvaaja voi katketa, ovat

- nimittdjan nollakohdat, joissa funktio ei ole edes maaritelty
- paloittain maaritellyn funktion maarittelyjen vaihtumiskohdat, joissa funktio
voi olla maaritelty tai maarittelematta.
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Esimerkki. Jatkuvista funktioista (e*, sinx, x+1, ¥x) funktioita yhdistamalla

ja jakolaskulla saatu funktio f(x) = g/es'% on jatkuva, joten sen raja-arvo esi-
= X+

merkiksi kohdassa 7 saadaan sijoittamalla

|' f :f _ esmzr _ 1
or (x)=1iz) Yr+1 Yr+1’

Vinkki. Tutki aina ennen jatkuvan funktion raja-arvon laskemista, onko funktio
maaritelty raja-arvokohdassa ja jos on, niin raja-arvon saa suoralla sijoituksella.

Tarkastelemme vield suljetulla valilla jatkuvan funktion ominaisuuksia.

Lause. Jos funktio f(x) on suljetulla valilla [ a, b] jatkuva funktio, niin jokin
funktion talla valilla saamista arvoista on suurin ja jokin on pienin.

Jatkuva funktio saa kyseisella suljetulla valilla myds kaikki pienimman ja suu-
rimman arvon valiset arvot ainakin kerran.

—————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————

Esimerkki. Kuvan tilanteessa suljetulla valillg M
 [a, b] jatkuva funktio saa tall4 valilla pienimman / /
- arvon m kohdassa x, ja valin suurimman arvon - od \i‘/ ;
. M jopa kahdessakin eri kohdassa x, ja b. m

Esimerkki. Hae yhtalén x® —4x—4=0 yksi juuri kymmenesosan tarkkuudella.

. Koska polynomi P(x)=x*—4x—4 on jatkuva sekd P(2)=-4<0ja P(3)=11>0, |
. niin valilla 12, 3[ on polynomin nollakohta. Koska P(2.5)=1.625>0, niin nolla- |
kohta on valilla ]12,2.5[. Koska P(2.3)=—1.033 <0, niin nollakohta on valilla

. 12.3,2.5] . Puolittamalla tama vali viela kahdesti ndhdaan, etta nollakohta on
ensin valilla ]2.3,2.4[ ja sitten valilla 12.35,2.4[ , joten nollakohta on 2.4 halu-
 tulla tarkkuudella. Laskimella voit todeta, etta juuri on likimain 2,383. Muita
reaalisia nollakohtia talla kolmannen asteen polynomilla ei olekaan.

Edella yhtalén juuri haettiin "haarukoimalla” kayttden niin sanotun valinpuoli-
' tusmenetelman yhdessa vaiheessa tarkan puolittajapisteen 2.25 asemasta
. kasinlaskemiseen paremmin sopivaa lukua 2.3 .

Huomautus. Avoimella vélilla jatkuvan funktion ko. valilla saamista arvoista
mikaan ei valttdmatta ole pienin eika suurin. Esimerkiksi funktiolla h(x)=x ei

ole valilla 10, 1[ suurinta eika pieninta arvoa. Arvo 1 ei kelpaa suurimmaksi,

koska se ei ole funktion arvo ko. valilla. Mikaan ykkosta pienempi arvo M ei
mydskaan kelpaa suurimmaksi, koska valilla saatu arvo (M+1)/2 on suurempi.
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2.4 Epamaaraista muotoa olevista raja-arvoista

Huomautus. Jos raja-arvoa maaritettdessa paadytaan johonkin epamaarai-
seen muotoon

niin raja-arvoa on tutkittava tarkemmin joko kayttden myéhemmin esitettavia
lauseita tai suorittamalla vaikkapa sellainen myéhempien esimerkkien mukai-
nen supistus, jossa epamaaraisyyden aiheuttava tekija supistuu pois tutkitta-
van lausekkeen muuttumatta raja-arvokohdan ulkopuolella. ltse raja-arvo-
kohdassa uusi supistettu muoto tulee usein olemaan maaritelty, vaikka alku-
perdinen funktio ei olisikaan siind maaritelty.

2.5 Rationaalisen murtofunktion raja-arvoista

Kahden polynomin osamaaraéa sanotaan rationaaliseksi murtofunktioksi tai
lyhyemmin rationaalifunktioksi.

Jos rationaalifunktion raja-arvo on epamaaraistd muotoa Q, niin raja-arvo-

0
kohta x, on seké osoittajan etté nimittgjan nollakohta, jolloin seka osoittajassa

ettd nimittajassa taytyy olla sama nollaa lahestyva tekija x — x,, joka voidaan
tekijéihin jaon jalkeen supistaa pois.

Huomautus. Polynomien tekijéihin jaossa voit kayttada hyvaksi esimerkiksi
1) yhteisen tekijan erottamista
2) kaavoja
a —b*=(a-b)(a+b)
a t2ab+b* =(atb)
a'-b'=(a-b)(@a '’ +a"b' +a"*b*+...+ab"?+ab"")
3) polynomien nollakohtia algebran kurssista tutulla tavalla
4) laskimen/tietokoneen factor-komentoa.

——————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————

) Totea ensin 0/0-muodoksi,
. Lo X2 _4 jaa osoittaja ja nimitdjd sitten tekijéihin M(X + 2) 2492
. Esimerkki. lim25—— = lim = =2

x—2 X2 —92x X—2 XM 2
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Huomautus. Tl-laskimessa on valmis lausekemalli raja-arvon laskemiseksi.

Raja-arvon voi laskea myds yhdelle riville kirjoitettavasta lausekkeesta
limit(expression, variable, point, [direction])

missa komennon parametri direction liittyy toispuoleisiin raja-arvoihin.

. Esimerkki. Edellisen esimerkin raja-arvon voi laskea seuraavilla syétteilla

2
|-m(x_—4)J2
I x2—2x

X—2

limit((x"2—-4)/(x"2-2x),x, 2) [] 2

Huomautus. Mybhemmin voimme laskea monet epamaaraista muotoa
0
0
nen edellyttaa kuitenkin derivoinnin hallintaa.

tai f olevat raja-arvot helposti ns. 'Hospitalin saanndélla, jonka kayttami-

Huomautus. Valttaaksesi turhaa ty6éta raja-arvoa laskiessasi muista aina en-
sin laskemalla tarkistaa, onko funktio jatkuva raja-arvokohdassa.

Funktio onkn;%éritelty
! raja-arvokohaassa, . .
Esimerkki. lim2=9-382-9_0 """ | Funktio on jatkuva
; -3 X+ 13 3+3 6 jotenraja-arvon maarittelyalueellaan
saa sijoituksella

Vinkki. Tarkasteltaessa rationaalisen murtofunktion raja-arvoa x:n lahestyessa
aaretdnta osamaara kannattaa supistaa nimittajan korkeimmalla x:n potenssilla.

,:)AE -0
3, 4
] . 2 supistetaan x*:lla 2+~ + 5
. Esimerkki. lim2X +3x+4 = im—X X _2
: x>0 3X°+4x+5 xoegy 4, 5 3
X x2
=
-0 —0
—>00
' 2 supistetaan x:lla
' Eai .o X2 —100x . x=100
. Esimerkki. lim X —12UX = lim X=100 _
: x—e 2X+ 200 X 4 200
X
—2
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2.6 Neliojuuren sisaltavista raja-arvoista

Vinkki. Jos epamaaraistd muotoa olevassa raja-arvossa esiintyy nelidjuuri,
niin usein juurilausekkeen liittolausekkeella” laventamalla ja sdant6a

(a-b)(a+b)=a - b°
kayttamalla paastaan eroon hankalasta nelidjuuresta.

——————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————

. Esimerkki.

' x_D Koska lauseke on 0/0-muotoa, niin se
[im —— kannattaa laventaa juurilausekkeen
2 3-Nx+7 littolausekkeella.

Kerro erotuksen ja summan tulo auki
nimittjassa, jossa kyseinen tulo

1 ” |--.._
. (x—2)(3+ X+7 7) voidaan korvata helporrjrtla a nelioi-
=lim den erotuksella, mutta ala kerro auki

2 (B=VX+7)B+VX+7) | murtolausekkeen osoittajaa, koska

silloin "menettéisit" osoittajasta teki-
jan, joka myéhemmin supistuu pois.

. (x~2) (B+x+7)
_x—>2 9_ )
-6

Myds muotoa « — « oleva, nelidjuurta siséltava raja-arvo voidaan joskus
maarittaa laventamalla juurilausekkeen liittolausekkeella.

L . . (WX +4x - X)W X2 +4x + x)
. Esimerkki. lim (/2 _ ) =Ilim
H""( K+ 4x=x o VX2 +4x+ x

ota x vakisin

tekijaksi
) + 4X _ nimittajasta ) 4
= lim )(2/ )({ = lim X =2
== IXP +4X + X X 4
X 1+ — +1
X
——
-0
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2.7 Trigonometrisista raja-arvoista

Tarkastellaan 1-sateiseen ympyraan piirrettyd kuvan ]
. mukaista kulmaa, jonka suuruus on x radiaania.
' Kulmaa vastaava kaari on suuruudeltaan x ja pysty-
kateetti sinx. Koska kulman lahestyess4 nollaa kaaren

sin x

. pituus lahestyy pystykateetin pituutta, niin ' —1. ain x

. Sama tulos todetaan osamé&arén arvoja taulukoi- X
. malla tai myéhemmin I'Hospitalin s&annélla.
. Nain olemme saaneet seuraavan lauseen.

sin x . X
lim —==1 i lim — =
Lause. % ja x50 SiN X

x—0

Edellista lausetta kayttden voidaan laskea monia epamaaraista muotoa 0/0
olevia trigonometrisia raja-arvoja.

' Esi C o im 83X _ o 4x 3V t 3_43_3
EES|merkk|. bg?) sin(4x)_bgc}sin(4x) 4 lim— 7] 14 4

__________________________________________________________________________________________________________________________

Huomautus. Edellisessa laskussa ElI SAA lausekkeen sin(4x) paikalle kir-
joittaa lauseketta 4-sin x, vaikka se johtaakin oikeaan lopputulokseen.

Huomautus. Edellisessa esimerkissa lauseketta 4x ei tarvitse korvata uudella
sin(4x)
4 x
sinin sisélla etta nimittdjassa sama nollaa lahestyva lauseke 4x.

muuttujalla ¢, kunhan varmistaa, ettd murtolausekkeessa on seka

Esimerkki. Iimwz "m(sin(Zx)j. 2 =1.£
! 3 2X

Huomautus. Trigonometrisia lausekkeita kasiteltdessé laskin on pidettava
radiaani-moodissa kaikkialla differentiaali- ja integraalilaskennassa (esi-
merkiksi raja-arvoja, derivaattoja ja integraaleja laskettaessa).
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2.8 Neperin luku e

. Esimerkki. Alle on taulukoitu lausekkeen (1+%) arvoja, kun X — teo.
1) 1)
X [1+3) g (1+3)
2 1.5%=2.25 -2 05%=1/0.5°=4
10 1.1 = 2.59374246 -10 0.97°=1/0.9" = 2.867971991
100 | 1.01' = 2.704813829 —100 | 0.997% =1/0.99'" ~ 2.731999026
10° 2.716923932 -10° 2.719642216
10° 2.718280469 -10° 2.718283188
10° 2.718281828 -10° 2.718281828
10" 2.718281828 -10 2.718281828

' Tarkasteltava lauseke esittaa tuloa, jossa kantaluvun 1+% suuruisia tekijoitd

on kerrottu keskendan x kappaletta. Vaikka x:n kasvaessa aarettéman suureksi
. kaikki kantalukutekijat lahestyvat ykkdsta, niin tulon arvo ei kuitenkaan lahesty
ykkostd, koska tulon tekijdiden maaré samalla kasvaa darettoman suureksi. :
. Taulukon mukaan tarkasteltavan lausekkeen arvo vakiintuu kohden arvoa

| = 2.7182818, kun X — Feo. TAMA raja-arvo madritellaén Neperin luvuksi e.

Maaritelma. Neperinluku e= lim (1+%) ~2.7182818

X—>too

Huomautus. Neperin luku saadaan myds sarjana
4 1011 o~ 1
e—1+1—!+§+§+...—n§ —
(muista, ettd 0!=1) tai raja-arvona

1
e=Ilim(1+ x)* ,

x—0

joka sekin on edella ollutta epamaaraistd muotoa 17.

Huomautus. Epadma&araistad muotoa 17 olevan raja-arvon saa usein laskettua
Neperin lukuun liittyvilla raja-arvoilla.

Timo Ojala, Leena Ojala ja Timo Ranta:
27 J Differentiaali- ja integraalilaskenta 27 l
Ojalain laskuopit




1000
Esimerkki. lim (1 +1X) =1, silla yo. esimerkeista poiketen tulossa on nyt

X—o0

 kiinted maara tekijoita, jotka kaikki lahestyvat ykkosta.

2.9 I'Hospitalin saanto

Vaikka derivointi kasitelladn mydhemmin, niin esitdmme jo nyt helpon sdannén
epamaaraistd muotoa 0/0 tai </« olevien raja-arvojen laskemiseksi, jotta

raja-arvojen laskuohjeet myohemmin I0ytyisivat yhdesta paikasta.

Lause. Epamaaraistd muotoa 0/0 tai oo/c oleva raja-arvo voidaan usein
laskea saanndlla

jim X _ i 10

X=X g(X) X=Xy g (X)

missa raja-arvokohta x, voi olla aarellinen tai aareton.

. . De* . e*
Esimerkki. |im =— = lim =lim —=o
X0 X x—o  [Dx x—o 1

__________________________________________________________________________________________________________________________

Harjoitustehtavia

2.1 Laske seka kasin etta laskimella

2 2
vi) limX+3 v2) limX_—3X v3) lim2X =3x+1
x—22X + 1 x—3 X2—9 x—1 X2—3X+2
L 2X+1 . 3x° +2x+1 . 3x° +1
v4) lim v5) IIm=——=—"— v6) |Im—F——
) x— 3X + 2 ) xoe 4X+3 ) X 4x° — 2 x?
2 2 2
: -4 . 3X° —Xx—-2 . XT+2x+1
lim X lim=——>-——= L=t
a I x? —2x b) Im 2x+3 ©) fim x? -1
2 2
jim X+ 1 e) lim X F2X+1 gy iy X £1
d) x—00 2X + 3 ) X—>°°2X3+3X+1 x—-0 2X+3
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2.2

2.3

2.4

2.5

2.6

2.7

2.8

2.9

5x 3x
Laske kasin ja laskimella v) lim (1+%) a) lim (1+§)

X—>too X—>too X

Laske késin ja laskimella

vi) lim Si? é)SXX) v2) lim sin6()2(x) v3) lim tag()? d va) lim Cog():;x)
a) lx'gg Sin4()2(X) b) i sin5()’3ix) ) I tar?();x) 9 bm%
Laske kasin ja laskimella

)l 5 2 ImS5 W I
) m 2 e imiTy e m

Maarita seka funktion kuvaajaa miettimalla etta laskimella

a) liminx b) limlnx c) liminx
x—0* X—00 x—1"

d) lim e* e) lime” f) limé¢e”
x—0" X—>o0 X—>—o0

g) limsinx h) limcos x i) lim(3x— x°)
X—>00 x—0 X—y00

Maarita kasin ja laskimella 1im (43)".

Maarita kaavaa a"-b"=(a-b)(@" 'b° +...+a3°b"") kayttéen ja laskimella

v) Iim% b) lim —X—=10

x—=2 X

3 3
X g Iim X =&
10 x* ~10000 -2 X2 — g

Maarita sekd kaavaa (a+b)" =1a"b° +na"'b' +...+ na'b"" +1a°b" kaytta-
en (kertoimet 1, n, ..., n, 1 saat helposti Pascalin kolmiosta) etta laskimella

4 4
vi) fim XA =X v2) lm— AL
h—0 h A0 (t+ At)® —t
3 3
a) lim (XTAX) =X b) lim— 1
Ax—0 AX h—0 (t + h) —t

Maéarita vakio a siten, ettéd annettu funktio on kaikkialla jatkuva

_[2x+a kun x<3 _J2x* +x+1,kun x<a
v) f(X)_{ax+4, kun x >3 a) g(x)—{x+9, kun x > a

2.10 Miksi laskimen mukaan (1+1/x)" =1 suurilla x:n arvoilla (esimerkiksi

kun x =107 tai 10%°), vaikka lim (1+1/x)*=¢e ?
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3. KESKIMAARAINEN JA
HETKELLINEN MUUTOSNOPEUS

Monet fysiikan suureet kuvaavat jonkin toisen suureen muuttumisnopeutta.
Esimerkiksi
- x-akselilla likkuvan kappaleen nopeus v kuvaa kappaleen paikan x muut-
tumisnopeutta
- avaruudessa likkuvan kappaleen nopeusvektori v kuvaa kappaleen paik-
kavektorin r muuttumisnopeutta
- kappaleen kiihtyvyys a kuvaa kappaleen nopeuden v muuttumisnopeutta
- kappaleen kiihtyvyysvektori a kuvaa kappaleen nopeusvektorin v muuttu-
misnopeutta
- koneen teho P kuvaa koneen tekeman tyon W kasvunopeutta

- sahkdvirta I kuvaa johtimen poikkipinnan lapi kulkeneen varauksen Q
muuttumisnopeutta

- putkessa kulkevan nesteen tilavuusvirta g (yksikkéna esim. m*/h) kuvaa
putken poikkipinnan lapi kulkeneen nesteen tilavuuden muuttumisnopeutta.
Tilavuusvirran merkki kertoo virtaussuunnan.

Tallaisen muutosnopeutta kuvaavan suureen keskimaarainen arvo tietylla
aikavalilla saadaan jakamalla muuttuvan suureen muutos aikavalin pituudella.

. Esimerkki. Edelld mainittujen muutosnopeutta kuvaavien suureiden keski-
. maaraiset arvot voidaan laskea seuraavina osamaarina

_Ax y _Ar _Av g AV p AW, _AQ _AV

Ve = At 0 Ve T A A TAr AT A TR A At W TAr

| KTAL T Tk At At At’
| joiden osoittajana on muuttuvan suureen muutos ja nimittdjana muutokseen
: kulunut aika.

Muutosnopeutta kuvaavan suureen hetkellinen arvo hetkelld ¢t tarkoittaa sa-
man suureen aikavalilla [t, t+ At] lasketun keskimaaraisen arvon raja-arvoa,

kun aikavalin pituus At lahestyy nollaa (kummalta puolelta tahansa).
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' Huomautus. Symbolin A voit hakea laskimen symbolivalikosta kreikkalaisten

Esimerkki. Olkoon x-akselilla likkuvan kappaleen asema x = x(t) = 3t°.
Tehtavana on maarittda kappaleen hetkellinen nopeus hetkella t =5 eri tavoin.

Tapa 1. Muodostetaan viereinen aikavéleilla [5, ] Aikavali | Keskinopeus
lasketuista keskinopeuksista muodostuva taulukko. 5 g 33
Esimerkiksi keskinopeus aikavalill [5, 6] [5,5.1] |30.3
saadaan lausekkeesta [5,5.01 |30.03

v, (5,6) = (62 —5(5) 3.6° ;3 52 _33 [5,5.001] | 30.003

Kysytty hetkellinen nopeus on taulukon nopeuksien ilmeisena raja-arvona 30.

Tapa 2. Hetkellisen nopeuden voi laskea kasin seuraavina raja-arvoina

X(t)=X(5) _ . 3. -3.5° SM%
v(5) =limv, (5, t)—Ilm = It|Lr51 o —|tILI;l

t—5 t—5

tai

V(5) = ||m 74 (5,5+At): ||m X(5+At)—X(5) — “m 3(5+At)2 —3'52

At—0 At—0 At At—0 At

5 (Supista lopuksi At
_ jim 3:(5° +10At+ (Al)?) - 35 — lim 3-(10 + Af) = 30

At—0 At At—0

Tapa 3. Edelliset raja-arvot voit laskea myds laskimella lausekemalleja kaytta-
en seuraavasti:

Define x(t) = 3t

"(t j.?’o

t—5

: Xx(t+ At)—
nm( X j 4] 30

At—0

kirjaimien A, B, I', A, E, Z, ... joukosta. Vaikka ennen kirjaimen valintaa painai-
' sit viela [ shift] -nappainta saadaksesi symbolin nakyviin isona deltana A, niin
se muuttujanimen kirjaimena kuitenkin jatkossa muuttuu pikku-deltaksi J.
| Kayttamallasi merkinnalld ei kuitenkaan ole merkitysté, joten kirjoita muuttujan
nimeksi vaikkapa dt tai delta_t alleviivausviivaa kayttaen. |

Tl-laskimen symbolivalikossa on kylla muitakin kolmion nakdisia merkkeja, joil-
. la on kuitenkin omat matemaattiset merkityksensa eika niita siksi voi kayttaa
: muuttujanimen kirjaimena.

__________________________________________________________________________________________________________________________
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Esimerkki. Maarita koneen (hetkellinen) teho P(t) hetkella t, jos koneen aika-
valilla [0, t] tekema tyd W(t) = 4¢°.

Seuraavassa hetkellinen teho hetkelld t lasketaan kahdella eri tavalla

(i) aikavalilla [t, t + At] lasketun keskim&araisen tehon raja-arvona aikavalin
pituuden At I&hestyessa nollaa:

W (t+ At)— W(t) 4(t+ At)® — 48

P(t) = iltr;no At - lltll]o At
Binomin 3. potenssi
_ lim 4(}/ +31% - At + 3t (A1)? + (A1) —}H&/ kerrottu auki Pascalin
 AIS0 At kolmion avulla.

Supista lopuksi at
= lim 4(31* +3t- At + (At)?) =12¢°

tai muokkaamalla samaa raja-arvoa toisin

W+ AD)-W() . 4(t+ AR -4
P(t) = lim ( A; o) = lim ( A)t Ota 4 tekijaksi,
kayta kaavaa
i 4 ( —D)((t+ A +(t+A)-t+12) | 2 —p° =
= At (a—b)(& +ab+ b°)

=4+ +1?)=12F
(if) aikavalilla [t, t,] lasketun keskim&araisen tehon raja-arvona, kun t, — t:

_ 3 _ 443 4 H(tZ+tt+t?
(1) = lim ML) = WD) _ o 4 =40 Q7+ 64 0) o

|
t,—t t2 —t >t tg -t ot N

Laske raja-arvot myds laskimella! (Katso edellisen sivun huomautus!)

__________________________________________________________________________________

. Esimerkki. Jos johtimen poikkipinnan lapi aikavalilla [0, t] kulkenut varaus on
Q=Qf)= 5-5¢€", niin keskimaarainen sahkovirta aikavalilla [t, t + At] on
Q(t+ At)—Q(t)
At '
Hetkellinen séhkdévirta saadaan siis raja-arvona
_ Q(t+ At)—Q(t)
At—0 At ’
mik& meidan on toistaiseksi laskettava laskimella:

Define Q(t)=5-56" : litmo(a(”AAtz‘Q(”] 5ot

I.(t, t+At)=

Timo Ojala, Leena Ojala ja Timo Ranta:
32 J Differentiaali- ja integraalilaskenta 32 l
Ojalain laskuopit




——————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————

Esimerkki. Auton polttoaineen kulutusta voidaan mitata kahdella tapaa:

L tai L Oletetaan, etta levosta liikkeelle |ahdettdessa
100 km h

kiihdytyksen ajan auton polttoaineen kulutus yksikoissa L/h on vakio
C=25L/h. Oletetaan talléin myds auton kiihtyvyys vakioksi a=1.8 m/s?.
Seuraavassa tutkitaan auton keskimaaraisté polttoaineenkulutusta pk, (0, t)
kiihdytyksen aikana aikavalilla [0, f] yksikéissa litraa sataa kilometria kohden
Pk, (0,1) = aikavalila [0, #] kulunut polttainemaard _ %-C _ 2C
aikavalilla [0,1] kuljettu matka ; .g.-t2 at

joko yksikdissa

Erityisesti aikavaleilla [0, 20s] ja [0, 2s] saadaan

2:25L/h L 2-25L/h L
pk, (0, 20s)=—<£2="_=38.6~—— ja pk. (0, 28)= =386——
K 1_83m2,205 100km 1 832 2s 100km

Lasketaan seuraavaksi lahtéhetken hetkellinen polttoaineen kulutus pk(0*)

hetkellda t=0" keskim&araisen polttoaineen kulutuksen pk, (0, t) raja-arvona:
ZC C,a positiivisia vakioita

+ = = = oo#
pk(O7) = lim pki(0,1) = im 7 100km *

Pieniruokaisimmankin auton hetkellinen polttoaineen kulutus yksikbissa
L/(100km) on siis lahtbhetkella aarettéman suuri!

Onneksemme auton hetkellinen kulutus mainituissayksikbissa on aarettébman
suuri lahtéhetkella vain darettéman lyhyen aikaa ja automme lilkkkuu todelli-
suudessakin vahan matkaa jo varsin pienella polttoainemaaralla.

__________________________________________________________________________________

__________________________________________________________________________________

Esimerkki. Jos kappaleen paikkavektori on ajan t funktiona r =r(t)=[t, 2t, 3],
niin kappaleen hetkellinen nopeusvektori hetkella t saadaan aikavalilla
[t, t+At] lasketun keskim&araisen nopeusvektorin raja-arvona aikavalin pituu-
den lahestyessa nollaa:

V(1) = lim v, (1, t + At) = lim AN =1 (1)

At—0 At—0 At

_ lim [(t+ A1)?, 2(t + At), 3] - [, 2t, 3]

At—0 At

[/+2t At + (At /2~f+2At 2f, 3 - 2]
AI‘%O
= lim [2t+ AL, 2,0]=[2t,2, 0].

Raja-arvon voi maarittaa laskimella:
Define r(t ):[z‘2 2t, 3]

lim (AL - )I [2t, 2, 0]

At—0 At
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Esimerkki. Tarkastelemme paraabelin
y =2x? pisteiden P(1,2) ja Q(x, 2x°)
kautta asetettua sekanttia.

Jos piste Q lahestyy pistetté P pitkin

| paraabelin kaarta, niin sekantti kaantyy
| pisteeseen (1, 2) asetetuksi tangentiksi.
' Nain ollen tangentin kulmakerroin
saadaan sekantin kulmakertoimen

Ay _y-y() _2x-2.7
0 A x—=1 0 x—1
raja-arvona, kun x — 1. Tangentin

kulmakerroin on siis

k

t

. 221 2(x=T)(x+1)
=limk, =lim————=1im =4.
x—1 x—1 x—-1 x—1 M

Harjoitustehtavia.

3.1 Olkoon kappaleen asema v) x=x(t)=t> a) x=x(t)=1

i) Laske kappaleen keskinopeus ylitarkasti aikavaleilla [7, 7.1], [7, 7.001]
ja[7, 7.00001]. Arvaa tulostesi avulla kappaleen hetkellinen nopeus het-
kelld t=7.

i) M&arita hetkellinen nopeus hetkellda t =7 myds sopivan keskimaarai-
sen nopeuden raja-arvona aikavalin pituuden lahestyessa nollaa.

3.2 Olkoon astiassa olevan veden tilavuus

_[16t-2t2, kun0<t<8 _J8t—t, kun0<t<8
v) V(t)‘{o, muulloin a) V(t)‘{o, muulloin.

i) Maarita veden tilavuuden keskimaarainen muutosnopeus aikavéleilla
[2,2.1], [2,2.01] ja [2, 2.001].

ii) Veden tilavuuden muutosnopeus merkkeineen on samalla astiaan
saapuvan nestevirtauksen tilavuusvirta (yksikkona esimerkiksi ltr/s tai
m°/h), mikali astiaan ei tule eik siita poistu vettd mitadn muuta reittia pit-
kin. M&arita hetkellinen tilavuusvirta q(t) aikavalin 0<t<8 yleisella ajan-

hetkella t sopivan keskimaaraisen tilavuusvirran raja-arvona ja maarita tu-
loksesi perusteella hetkellinen tilavuusvirta hetkella t=2.

i) Piirra tilavuuden ja laskemasi tilavuusvirran kuvaajat allekkain oleviin
koordinaatistoihin kdyttaen aika-akseleilla yhta pitkia yksikoita.
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3.3

3.4

3.5

Tarkastellaan kappaletta, jonka paikkavektori on

v) r=r(t)=[2 3 t*] a) r=r(t)=[3t,1,4].

i) Maarita kappaleen hetkellinen nopeusvektori hetkella t aikavalilla

[t, t+ At] lasketun keskim&araisen nopeusvektorin raja-arvona, kun aika-
valin pituus lahenee nollaa.

i) Laske sitten kappaleen hetkellinen kiihtyvyysvektori hetkella t sopivan
keskimaaraisen kiihtyvyysvektorin raja-arvona.

Tehtavassa tarkastellaan auton polttoaineen kulutusta, jota tavallisesti
tarkastellaan yksikéissa Itr/(100 km).

v) Oletetaan, etta kiihdytyksesséa auton polttoaineen kulutus on 5.00 lItr/h,
jolloin auton kiihtyvyys on 1.00 m/s® kunnes auto 30.0 sekunnissa saavut-
taa nopeuden 108 km/h.

i) Maarita auton keskimaarainen polttoaineen kulutus em. kiihdytyksessa
yksikdissa Itr/(100 km) aikavéleilla [10, 11],[10, 10.1] ja [10, 10.01] se-
kuntia sekéa aikavaleilla [0, 10], [0, 1], [0, 0.1] ja [0, 0.01] sekuntia. Aikaa
mitataan tietenkin liikkeellelahtdéhetkesta alkaen.

i) Maaritd myds hetkellinen polttoaineen kulutus yksikdissé Itr/(100 km)

ajanhetkind t=10 ja t =0" sekuntia. Hetkellinen polttoaineen kulutus
hetkelld 0" tarkoittaa aikavalilla [0, {], t > 0, lasketun keskimaaraisen

polttoaineen kulutuksen raja-arvoa, kun t — 0"
a) Oletetaan, etta kiihdytyksessa auton polttoaineen kulutus on 20.00

ltr/h, jolloin auton kiihtyvyys on 3.00 m/s® kunnes auto 15.0 sekunnissa
saavuttaa nopeuden 162 km/h. Suorita edella olleet osiot i) ja ii).

Maarita kayran y = x° pisteiden P(2,8) ja Q(x,x°) kautta kulkevan se-
kantin kulmakerroin. Maarita myods pisteeseen P asetetun tangentin kul-
makerroin edella tarkastellun sekantin kulmakertoimen raja-arvona.
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4. DERIVAATAN MAARITELMA

Edella olemme laskeneet monien suureiden hetkellisen (tai muuttujan luon-
teesta riippuen paikallisen) muutosnopeuden keskimaaraisen muutosnopeu-
den raja-arvona antamalla valin pituuden lahestya nollaa.

Tata laskemista voidaan nopeuttaa maarittelemalla kasitteet erotusosamaara
ja derivaatta, jotka kuvaavat funktion keskimaaraista ja hetkellista (paikallista)
muutosnopeutta.

Funktion hetkellinen (paikallinen) muutosnopeus tullaan myéhemmin laske-
maan suoraan alkuperaisesta funktiosta jatkossa esitettavilla derivointisdan-
noilla ilman, etta joudumme laskemaan ensin keskimaaraisen muutosnopeu-
den ja sitten sen raja-arvon.

Maaritelma. Funktion y = y(x) erotusosamaara valilla [x, x+ Ax] tarkoittaa
funktion muutoksen ja argumentin muutoksen suhdetta

Ay _ y(x+Ax) - y(x)
AX AX

(eli sananmukaisesti erotusten osamaaraa, silla onhan myds Ax =(x+Ax)—x
kahden eri x-arvon erotus).

Huomautus. Erotusosaméara kuvaa funktion keskimaaraista muutos-
nopeutta tarkasteluvalilla.

Maaritelma. Funktion y = y(x) derivaatta y’(x) kohdassa (hetkelld) x maari-
telldan valilla [x, x+ Ax] lasketun erotusosamaaran raja-arvona valin pituuden
lahestyessa nollaa ts.

Y(x) = lim &Y — jjm YXHA0) = y(x) |

Ax—0 AX  Aax=0 AX

Huomautus. Funktion y = y(x) derivaatta y’(x) kuvaa funktion paikallista
(hetkellistd) muutosnopeutta kohdassa (hetkelld) x.

Merkinta. Funktion y = y(x) derivaattaa merkitdan monin eri tavoin kuten

’ ’ Q i
y,y(X), Dy, D}/(X), ax’ dxy(X),...
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Huomautus. Derivaatan tunnuksessa oleva pilkku korvataan joskus pisteella
varsinkin, jos muuttujana on aika t. Esimerkiksi funktion y = y(t) derivaattaa

merkitddn myés y tai y(t).

Esimerkki. Johdetaan maaritelmaan perustuen funktion y = x* derivaatta
 kohdissa a) x ja b) x=3.

Ay y(X+AX) = y(X) _ jim (X + Ax)* = X*

a) y (X) - AIE(TOE - All(rI)]O AX Ax—0 AX
2 —
i X2 AX (A ooy
Ax—0 AX Ax—0

. Saman funktion y derivaatta kohdassa x voidaan laskea myds valilla [ x, x, ]
. lasketun erotusosamaarén raja-arvona muuttujan x, lahestyessa x:aa, silla
 talldinkin valin pituus — 0:

Y= lim 2% = fim 25—

x2 - X (X—=R) (X, +X)

= lim =&—— = lim =2X

xi—=x X, — X X=X M

b) Derivaatta kohdassa x =3 saadaan nopeimmin edella lasketusta derivaa-
 tan yleisesta arvosta sijoittamalla x =3, joten y(3)=2-3=6.

Jos derivaatan yleista arvoa ei olisi edella laskettu, niin derivaatta kohdassa
. x =3 voitaisiin laskea

1) valilla [3, 3 + Ax] lasketun erotusosamaaran raja-arvona, kun Ax —0:

vy AY o Y(B+AX)—y(3) _ . (B+Ax)* -3
y(3)= AIE(TO AX Allmo AX B Allmo AX
2
=Alim0’3[+2'3'AX;(AX) _’32/=Alim0(2-3+Ax)=6

' 2) valilla [3, x] lasketun erotusosamaaran raja-arvona, kun x — 3:

V@) = lim A i Y=Y @) _ o =8y 8 (x43)

Ax—0 AX x—3 X — 3 x—=3 X— 3 x—3 )(/Zg

Kohdan b laskut vastaavat kohdan a yleisia laskuja silla erolla, etta x:n tilalla
. on 3 ja x, on nyt korvattu lyhyemmalla merkinnalla x.

. Samat laskut voi suorittaa laskimella seuraavasti:

Define y(x) = x*
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2 i YOHA)=y(X) [ oy

Ax—0 AX
L y(x1) = y(x)
xI1ITx x1—x 2x
y(3+Ax)-y(3)
o) Al)l(r—rJo AX 6

HARJOITUSTEHTAVIA

4.1 MAArita funktioiden  v) y=x° a) y=+x
derivaattafunktiot véleilla [ x, x+Ax] ja [x, x,] laskettujen erotusosa-

madarien raja-arvoina, kun valin pituus lahestyy nollaa. Suorita tarvittavat
raja-arvolaskut seka kasin laskien etta laskinta hyddyntaen

4.2 Maarita funktion y =7x® derivaatta kohdassa x=4 valeilla [4,4 + Ax] ja

[4, x] laskettujen erotusosamaéarien raja-arvoina, kun valinpituus lahes-

tyy nollaa. Suorita laskut molemmilla merkintatavoilla seka kasin laskien
etta laskinta hyodyntaen.

4.3 Olkoon kappaleen paikkavektori ajan t funktiona
V) r=r(t)=[4,5t, t*] a) r=r(t)=[, 4, 5*].
Maarita kappaleen nopeusvektori hetkella t aikavaleilla [f, t+At] ja
[, t,] laskettujen keskim&araisten nopeusvektoreiden raja-arvoina aika-

valin pituuden lahestyessa nollaa. Suorita laskut seké kasin laskien etta
laskinta hyddyntaen.

4.4 Johda laskimella erotusosamaaran raja-arvoina funktioiden
x? (a vakio), sinx, cosx, tanx, e*, Inx ja arcsinx
derivaatat yleisessa pisteessa x.
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5. PERUSFUNKTIOIDEN DERIVOINTI

Seuraavassa esitamme ne kaavat, joilla saa vélittémasti tavallisimpien perus-
funktioiden derivaatat eli paikalliset (hetkelliset) muutosnopeudet ilman mitaan
raja-arvojen laskemista.

Lause. DC=0
D(x")=n-x""

Dsin x =cos x

Dcos x=-sinx
D(e") = &

e
Dinx=21
X

Huomautus. Kaksi ylintd kaavaa kannattaa opetella sanallisesti:
Vakion derivaatta on nolla.

Potenssifunktion derivaatta on eksponentti kertaa muuttuja korotettuna yhta
pienempaan eksponenttiin.

Huomautus. Koska vakiofunktion C arvo on aina sama, niin vakiofunktio ei
muutu ja sen keskimaarainen ja hetkellinen muutosnopeus ovat tietenkin nollia.

Huomautus. Potenssifunktion derivointisdantd D(x")=n-x"" on voimassa
kaikilla reaalieksponenteilla n, kunhan vain tarvittaessa x >0. Seuraavassa

' todistamme taman derivointisdannén kuitenkin vain siina erikoistapauksessa,
kun n on positiivinen kokonaisluku:

' Olkoon y = y(x) = x", ne N. Silloin

, - V(X . X X

y(X):“m y( 1) y( )_I|m 1
X=X i X X=X X1 - X
i (=R (XX + %2 X L XX XX L
X;—X M
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; L - 1
DYx=D(x®)=-x* =oXx3=—p=
3 3 2 3 3/ 2
3x3 X
D(%):D(x-4)_—4 i ="2
X X

Huomautus. Edellisen esimerkin ensimmaisen derivaatan voi laskea sopivaa

lausekemallia kayttaen Tl-laskimen komennolla i(x“) tai yksirivisella syot-

ax
teelld d(x "4, x), missd d on valikoista I16ytyva derivaattaoperaattori.

Huomautus. Potenssifunktioiden derivointisdantéja voi havainnollistaa seu-

1
raavalla kuvalla, johon on piirretty funktioiden y = x*, y=x*ja y = Yx = x3
kuvaajat ja niiden alle vastaavat derivaattafunktiot.

= N oW AN
w

-2 -2. -2
-3 -3. -3
-4 —4. —4
-5 - -5

Edella olleista potenssifunktioiden ja niiden derivaattafunktioiden kuvaajista
ilmenee, etta funktion derivaatta y’ on ei-negatiivinen, jos itse funktio y on
kasvava, ja derivaatta on sitd suurempi, mitd nopeammin ("jyrkemmin”) itse
funktio kasvaa. Funktion kuvaajan vaakasuorissa kohdissa (aariarvo- tai teras-
sipisteessd) funktion derivaatta on nolla. Derivaatta todellakin kuvaa siis funk-
tion paikallista kasvunopeutta.
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Seuraavat kuvaparit esittavat vastaavasti funktioita y =sinx ja y =cos x deri-
vaattafunktioineen Dsinx=cos x ja Dcos x =—sinx.

1 y=sinx ¥=0C05x x
= ,,g\_/ T n
) ) . : : -1
y=cosx - ! Y =-sinx Ty
-

Viimeinen kuvapari esittda viela funktioita y=e* ja y=Inx derivaatta-
funktioineen De* =e* ja DInx =1/x.

41J
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Huomautus. Esitdmme viela perusteluitta joukon harvinaisempien perusfunk-
tioiden derivointikaavoja, joita ei tarvitse osata ulkoa, vaan ne voi tarvittaessa
maarittaa laskimella tai tietokoneella.

1
Dtan x =< cos? x
1+tan® x
1
Dcotx={ sin®x
—1—cot? x
Darcsinx:; , kun | x| <1
1-x?
Darccos x =— 1 , kun | x| <1
V1- X
Darctan x =

1+ x?

Huomautus. Trigonometrisia funktioita ja niiden k&anteisfunktioita derivoitaes-
sa laskin on pidettava radiaanimoodissa.

Harjoitustehtavia

5.1 Derivoi kasin ja laskimella seuraavat funktiot:

a) x7 b) x c) Jx d) ¥x* e) %

R g) xx h) 1 ) x5 ) 3
2 5/ 2

k) xlﬁ ) cosx m) sin(Z) n) x*-x° o) In4

5.2 Milloin funktio V) f(X)=4x*-7x+2 a) g(x)=2x®-6x*+6x-5
on kasvava ja milloin véheneva?

5.3 Laske mahdollisimman monin eri tavoin

v) %(ﬁj a) L(sVs) b) %(t%j c) %(%}
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6. YLEISIA DERIVOINTISAANTOJA

Lause. Koska summan muutosnopeus on termien muutosnopeuksien summa,
niin summa voidaan derivoida termeittain eli

D(f(x)+g(x)) = Df(x)+ Dg(x) = f'(x)+ 9'(x)

. Havainnollistus. Jos kahdesta perékkain olevasta sauvasta toinen kasvaa pi-
' tuutta nopeudella 2 cm/s ja toinen nopeudella 3 cm/s, niin sauvojen yhteenlas-
. kettu pituus kasvaa nopeudella 5 cm/s.

——————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————

Lause. Koska monikerran muutosnopeus on muutosnopeuden monikerta, niin
vakiotekijan voi siirtda derivoinnin eteen eli
D(a-f(x))=a-Df(x)=a-f'(x).

Havainnollistus. Jos meilla on 20 osaketta, joiden jokaisen arvo nousee no-
. peudella 3 €/vuosi, niin niiden yhteisarvo nousee nopeudella 60 €/vuosi.

——————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————

Esimerkki. D(2x* -4x°)=D(2x*)-D(4x°)=2-D(x*)—4-D(x°)
: = 2.3x% —4.5x* =6x° 20"
. Tallaiset derivoinnit voi myohemmin hyvin tehda ilman valivaiheita.

Huomautus. Tuloa ei saa derivoida tekijoittain, vaan tulon derivointisdantd on
huomattavasti mutkikkaampi. Seuraavassa esitetdankin tulon derivointisaantd
sitd geometrisesti havainnollistaen.
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Lause. Tulon derivaatta on

ensimmaisen tekijan derivaatta kertaa jalkimmainen tekija
+ ensimmainen tekija kertaa jalkimmaisen derivaatta

eli
D(f(x)-g(x)) = (Df(x))- g(x) +f(x)-(Dg(x))
=f(x)-g(x)+f(x)-g"(x)

Havainnollistus. Tarkastellaan suorakulmiota, jonka sivut f(t) ja g(t) ovat
ajan funktioita. Tarkastellaan pinta-alan A(t) = f(t)- g(t) kasvunopeutta.

a(t)
f(t)

Alan hetkellinen kasvunopeus hetkella t on

’

Huom.
A (t) = alan hetkellinen kasvunopeus oikeassa paadyssa
+ alan hetkellinen kasvunopeus ylareunassa

= kannan f(t) kasvunopeus f (t) - korkeus g(t)
+ kanta f(t) « korkeuden g(t) kasvunopeus g (t)

Paattelyn lopputuloksena olemme saaneet kaavan
D(f(t)- g(t)) = f(t)-g(t)+ f(t) g(1)

Edellisen paattelyn kohdassa e voimme kayttaa tarkkaa yhtasuuruutta, silla
hetkellistd muutosnopeutta laskettaessa suorakulmion ylanurkassa oleva pie-
nen suorakulmion kasvunopeus on merkityksetén oikean reunan ja ylareunan
pinta-alojen kasvunopeuksiin verrattuna.

Esimerkki. Derivoimme tulon x° - x° kahdella eri tavalla.

Tulon derivointisdannolla saadaan

D(x*-x*)=D(x*)- x>+ x* - D(x°) =2x-x* + x* - 5x* =7x°
Sama tulos saadaan suorittamalla ensin kertolasku:
| D(x*-x°)=D(x")=7x°

' Huomautus. Aina kertolaskua ei voi suorittaa auki sellaiseen muotoon, jonka
: saisi derivoitua ilman tulon derivointisdantoa.
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. Esimerkki. D(3-x2-sinx)=3-D(x*-sinx)=3-((Dx?)-sinx+ x> -(Dsin x))
=3(2xsin x+ x°cos x) = 6xsin x+3x°cos x
 Toisin: D(3-x*-sinx)=D((3x%)-sinx) = (D(3x%)-sin x+3x* -(Dsin x))

: =6Xx-SiNnx+3x%-cosx

Huomautus. Tulon derivointisdant6 voidaan yleistdd koskemaan useampaa-
kin tekijaa.

Lause. Tulon derivaatta saadaan kertomalla vuorollaan kunkin tekijan derivaa-
talla kaikki muut tekijat ja laskemalla saadut tulot yhteen, esimerkiksi

D(F(x)g(x) h(x)
g HX) +H )G MX) +H(X)gUHX) = £ gh+fgh+igh

D((x) 9(x) h(x) i(x))
f(x) 9(x) h(x) i(x) + F(x) 9 "(x) h(x) i(x) + F(x) g(x) B (x) i(x) + F(x) g(x) h(x) {'(x)
=f'ghi+fghi+fghi+fghi

Huomautus. Edella on alleviivaamalla korostettu kulloinkin derivoitu tekija.

Huomautus. Kolmen tekijan tulon derivointisdantda voi havainnollistaa ajatte-
lemalla suorakulmaisen sarmidn tilavuuden kasvunopeutta, kun sarmien pi-
tuudet kasvavat ajan mukana.

Sarmién tilavuuden hetkellinen muutosnopeus

Huom.

= sarmioén tilavuuden kasvunopeus oikeassa paadyssa
+ sarmidn tilavuuden kasvunopeus etupaadyssa
+ sarmidn tilavuuden kasvunopeus ylareunassa.

Tilavuuden kasvunopeus missa tahansa paadyssa on puolestaan paadyn pin-
ta-ala (eli kahden sarman senhetkisen pituuden tulo) kerrottuna kolmannen
sarman kasvunopeudella.

Huom.

Edellisen paattelyn kohdassa = voimme
kayttada tarkkaa yhtasuuruutta, silla sarmién 74
tilavuuden hetkellistd muutosnopeutta las- 2
kettaessa viereisestakin kuvasta poisjatetyt
sarmidn kolmen sarman kohdalla olevat

kapeat suorakulmaiset sarmiét ja yhdessa o /
nurkassa oleva pieni suorakulmio ovat mer-
kityksettdmat kolmeen tahkoon liittyvien levyjen tilavuuksiin verrattuna.
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Lause. Osamaaran derivaatta =

(osoittajan derivaatta kertaa nimittdja miinus
osoittaja kertaa nimittdjan derivaatta)
jaettuna nimittajan neliélla
eli

Huomautus. Jos derivoitavan osamaaran osoittaja ja nimittgja ovat positiivi-
sia, niin yo lauseen mukaan osoittajan kasvaminen ja nimittdjan pieneneminen
kasvattavat osamaara, koska f’(x) on kaavassa plusmerkkisena ja g'(x) mii-
nusmerkkisena.

——————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————

' Esimerkki. Dtan x = DSinx _ (Dsinx).cos x—sinx-(Dcos X)
| ' co

S X (cos x)?

: , 1
_COSX-COSX—Sinx-(—sinx) _ coS2 X
= > =

(cos x) 1+tan® x

Ketjusaantd. Yhdistetyn funktion derivaatta =

ulkofunktion derivaatta (sisafunktion maarittiméassa pisteessa)

kertaa sisafunktion derivaatta
eli

. Esimerkki. D(sin(3x)) =cos(3x)- 3 =3cos(3x)
: s o std

DX+ x)°) =503 + X)* - (2x +1)
| N I TR sfd

D(esinX) — esinx .COS X
1

D(In(sin x)) = 1—-cos x = ta:} X

-1

W=

D} x2-sin(2X):D((x2~sin(2X)); = (x*-sin(2x))* - D(x*-sin(2x))

W=

WIN ~~——

- %(x2 -sin(2x)) - (2x-sin(2x) + x* - cos(2x) - 2)
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Esimerkki.  Din(x?-sinx)=——1——D(x-sinx)
. e x? -sinxX ————

uf sf T sfd
ufd
= %-(2x- sin x + x* - cos X)
x?-sin x

saatu tulon derivointisdannélla

 tai helpommin logaritmis&antoja kayttéen

DIn(x? - sin x) = D(2In x +Insin x) = 2DIn x + D(Insin x) = 2-

_________________________________________________________________________________________________________________________

Seuraavassa on vield yhteenveto tarkeimpien yhdistettyjen funktioiden deri-
voinnista:

Dsin(f(x)) = cos(f(x))-f'(x)
Dcos(f(x)) = —sin(f(x))- f'(x)

De'™¥ = "™ . f(x)

)
)

DIn(f(x)) :ﬁf’(x)

D((f(x))") = n-(FO)™ - F(x)

Huomautus. Ketjusdantéa voidaan soveltaa useammankin kertaiseen yhdis-
tettyyn funktioon.

--------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------

Esimerkki. Seuraavassa derivoidaan kolminkertaiset yhdistetyt funktiot:

ED(sin3(5x))=D((ﬂ 5x) P ) =3-(sin(5x))? -cos(5x)- 5

vali- _ sisin _uloin Uloimman  valifunktion sisimmén
funktio funktio  funktio funktion derivaatta  funktion
derivaatta derivaatta
‘2
=15sin°(5x)cos(5x)

 D(e57) = Dlexp(sin( 3x )))=explsin(3x))-cos(@x): 3 —e"-cos(3x) 3

uloin VAl sisir! uloimman vélifunktion sisimmén
funktio funktio funktio funktion derivaatta  funktion
derivaatta derivaatta

Jalkimmaisessé derivoinnissa on vield kaytetty e-kantaisesta eksponenttifunk-
| tiosta € merkintaa exp(x), jolloin voidaan kayttaa derivointisdanndn
. D(sin(x)) =cos(x) kaltaista saantta

D(exp(x)) = exp(x).
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Harjoitustehtavia

6.1

6.2

6.3

6.4

6.5

Derivoi seuraavat funktiot kdsin muuttujan x suhteen ja tarkista laskimella.
(Koska laskin saattaa muokata vastauksen toiseen muotoon kuin sind
muokkaat, niin laske tarvittaessa laskimella oman vastauksesi ja laskimen
vastauksen erotus. Jos se on nolla, niin vastauksesi on oikea.)

a) 2x°-x® b) 5e*+2Inx c¢) x%" d) sin(5x)
e) 2xinx f) € —4In(5x) g) In(6x) h) e**sin(3x)

i) xe”+1 j) e —cos(2x) k) sin% I) 4e’*sin(2x)

m) 6x-2¢° n) Jx*+2x+1 o0) 4xe®* p) (x*+3x)*
q) ~2sinx 1) (x+sinx)? s) sinx t) ¥Y2x+1

X192 sin(2x) x \ cos(5x)
u) 2x+1 v) cos(3x) X) (sin x) y) 4

3 o 4 . X v s 0 TT\ p2X
z) e°cosx a) Snx a) In Z i 0) 33|n(6)e

Derivoi kasin ja laskimella
a) sin’(2x) b) 2-3/cos(4x) c) 3e™¥ d) 5cos*(3x)+2sinx

Esita sanallisesti tulon, osamaaran ja yhdistetyn funktion derivointia kos-
kevat sdannét.

Derivoi sasin laskien kahdella eri tavalla:

1. Suorita ensin merkitty kerto- tai jakolasku ja derivoi vasta sitten.

2. Suorita derivointi ensin tulon tai osamaaran derivointisdanndlla ja sie-
venna lopuksi.

(x+1)°

a) x*(2x+3) b) ));—6 ©) XLt d) Lo

4

Derivoi merkityn muuttujan suhteen seka kasin etta laskimella laskien
a) f()=2t2+t+4 b) g(u)=e* —4sinu c) h(v)=4v’e*

d) i(e)=4sin°(2a) e) j(f)=4e?sin(3t) f) k(s)=(s*+1)"

g) m(A)=21%"*"sin(51) h) n(8) = 23e* cos(66)
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7. KORKEAMMAT DERIVAATAT

Jos funktion y = y(x) derivaattafunktio derivoidaan uudelleen, saadaan ns.

toisen kertaluvun derivaatta, jota voidaan merkita esimerkiksi seuraavilla ta-
voilla
d2y dzy(X) » 5 ee e
b] L] D L] D X ] ] X y was
Ry ¥, D7y(x), ¥, y(x)

yll , yll(X) ,

Uusilla derivoinneilla saadaan vielakin korkeampia derivaattoja kuten kolmas,
neljas, ... Naista kaytetaan esimerkiksi merkintoja

 Esimerkki. JOs  y=x®+4x%+5x+6, nin
| y' =3x*+8x+5
y’=6x+8
y///: 6

Huomautus. Edell4 olleita derivaattoja voi laskea esimerkiksi sopivaa lause-
kemallia kayttéden Tl-laskimen komennolla

:—Z(x3+4x2+5x+6) 6x+8
X
tai yksirivisella syotteella
d(x"3+4x"2+5x+6, x , 3 ) 6,
— —

lauseke muuttuja kertaluku

missd d on valikoista I0ytyva derivaattaoperaattori, jonka viimeisena paramet-
rina on derivaatan kertalukua osoittava luku.

Esimerkki. Jos y = sin x, niin sen derivaatat toistuvat neljan jaksoissa:
. cosx, —sinx, —cosx, sinx, cos x,—sinx,... Yleisesti
sinx, kun n=4k
cos x, kun n=4k +1
—-sinx, kunn=4k+2"’
—cos x, kun n=4k+3

D" sinx = missa k =0,1,2,...

Laskinsyobtteesta d(sin x, x, 21) saadaan tulos cos x, silla 21=4-5+1.

Huomautus. y”(x) = y(x)
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Huomautus. Tl-laskimessa voi kayttad myds negatiivista derivaatan kerta-
luvun n arvoa. Se edustaa "antiderivointia”, jolloin operaation kohteena olevaa

funktioita ei derivoidakaan, vaan haetaan funktiota, jonka \n\ derivaatta on

operaation kohteena oleva funktio. Ensimmaisen kertaluvun antiderivaatta
vastaa itse asiassa mybhemmin ké&siteltavaa integraalifunktiota.

Harjoitustehtavia
7.1 Laske kasin ja laskimella seuraavien funktioiden kolmas derivaatta:

i(x)=x, j(x)=z4:k-xk

V) f(x)=sin(2x), g(x) = x* + x°, h(x) =%,
2 selvemmin

a) f(x)=e = ¥ LIy U X

, 9(x) = x-sin(2x), h(x):?, i(x) =%/ x

7.2 Laske (tai paattele) ilman laskinta ja laske sitten laskimella
v1) funktion f(x)=cos(2x) viides derivaatta

v2) funktion g(x)= x-&** neljas derivaatta

v3) h*(x) ja h*(0), kun h(x)= x-sinx. Huomaa, ettd merkintad h'*(0)
tarkoittaa funktion h(x) neljannen derivaatan arvoa kohdassa x =0.

a) funktion f(t)=sin(2f) kymmenes derivaatta
b) funktion g(x)=x"*+x* +x*® +...+ x*+ x+1 40. derivaatta

c)  H9(x) ja H(0), kun h(x)=x-e™.
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8. OSITTAISDERIVAATAT

Maaritelma. Kahden muuttujan funktion z= z(x, y) osittaisderivaatta muuttu-

jan x suhteen maaritelldadn x-suuntaisessa siirtyméassa lasketun erotusosa-
maaran raja-arvona, kun Ax — 0 ja toinen muuttuja y on vakio:

Z(X+AX, y)—2(X,Y)
(X y)= Al)l(r—TJo X AX—0 AX ’

Vastaavasti funktion z osittaisderivaatta muuttujan y suhteen on

/ AZ _ (X5y+AY)_Z(Xsy)
£05) = m 42 fm 2V £ =2050)

Huomautus. Kahden tai useammankin muuttujan funktion osittaisderivaatat
lasketaan tutuin derivointisddnndin aina tietyn muuttujan suhteen pitaen muut
muuttujat vakioina.

——————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————

. Esimerkki. Jos funktio z=4x’y? derivoidaan x:n suhteen pitden toinen muut-

tuja y vakiona, niin saadaan eri tavoin merkittavissa oleva funktion z osittais-
. derivaatta muuttujan x suhteen (alla lukuohjeita)

/ 3,,2 2 2 2
Z, = z = 9Z - pz = D(4xy%) =4-3x-y*=12xy.
z pilkku zefan derivaatta H’a’ Derivaatta x:n Derivaatta x:n suhteen
x:n suhteen y:n suhteen 002d00 X suhteen zetasta lausekkeesta 4 x°y?

Vastaavasti tekijd 4x° on vakiotekija derivoitaessa z muuttujan y suhteen:

/o, _0Z _ _ 2\ _ A3 _
. zy—zy—W—Dyz—Dy(4X3y)—4x 2y =8x%y. .
. Tl-laskimessa ei ole omaa lausekemallia osittaisderivaatan laskemiseksi, mut-
' ta pienestd “kauneusvirheesta” valittamatta osittaisderivaatan voi hyvin laskea |
- kayttaen tavallisen derivaatan lausekemallia. Niinp& esimerkiksi

dy (4x°y?) I 8x°y .

. Osittaisderivaatan yhteydessa on vain perinteellisesti kaytetty d-kirjaimen
asemasta doo-kirjainta d korostamaan sité, etta derivoitava funktio on usean
. muuttujan funktio, vaikkakin se derivoidaan vain tietyn muuttujan suhteen.

. Syotteen voi myds kirjoittaa tuttuun tapaan yksirivisena kayttaen apuna deri-
' vaattaoperaattoria d seuraavasti

d(4 x"3y"2,y) 8x%y

__________________________________________________________________________________________________________________________

Huomautus. Osittaisderivaatat kuvaavat funktion paikallista (hetkellistd) muu-
tosnopeutta sen muuttujan suunnassa (suhteen), jonka suhteen derivaatta on
laskettu.
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Esimerkki. Jos |6ylyhuoneen lampétila Celsiusasteina on
| t=1t(x,y,2) =10+ X°z+2y°z+ 427 ,
kun 0 < x, ¥,z < 2.5 (yksikkbna metri), niin kyseisilla arvoilla

’ ’ _ ’ 2 2 2
t,=2xz , t, =4yz , t,=Xx"+2y" +12Z°.

 Koska t,(0,1,2) = 02 +2-1? +12.22 =50, niin edellisen huomautuksen
mukaan lampétilan paikallinen muutosnopeus pisteessa (0,1,2) positiivisen
. z-akselin suuntaan edettiessa on 50 Celsiusastetta metria kohden.

Lyhyessa z-akselin suuntaisessa siirtymassa pisteesta (0, 1, 2) pisteeseen
(0, 1, 2.01) esimerkin lampdtilan keskimaarainen muutosnopeus onkin
. At 1(0,1,2.01)-1(0,1,2)
Az 2.01-2
(10+0%.2.01+2.12.2.01+4-2.01%)-(10+0% . 2+2.12.2+ 4.2°%)

= =50.2404 =50
0.01

Lampétilan paikallisen muutosnopeuden raja-arvoksi samassa pisteessa
. (0,1,2) positiivisen z-akselin suuntaan edettiessa saadaan 50 TI-komennoilla

Define t(x,y,z)=10+x°z+2y°z+42 : Alirrg)+ t(0,1,2+izz)—t(0,1,2) 50

Suoritetut lisdtarkastelut tukevat huomautustamme, jonka mukaan osittais- ,
. derivaatta t, kuvaa funktion t paikallista muutosnopeutta z-akselin suunnassa.

Huomautus. Funktion kasvunopeus haluttuun koordinaattiakselien véliseen
suuntaan voidaan laskea ns. suunnatun derivaatan avulla, jota ei kuitenkaan
kasitella tassa opuksessa.

Huomautus. Osittaisderivaatta voidaan derivoida uudelleen joko saman tai
jonkin toisen muuttujan suhteen. Esimerkiksi funktion z=f(x, y) osittaisderi-

vaatasta Z, =f(x,y) saadaan kaksi toisen kertaluvun osittaisderivaattaa. Toi-
nen saadaan derivoimalla Z, muuttujan x suhteen ja toinen derivoimalla Z,
muuttujan y suhteen:

merk. merk.
i(ﬂ) — ﬁ: Z:(,x — ZXX , i(gj — aZZ — Z:y — ny
ox \ 90X ox? dy \ox dyox
Samoin osittaisderivaatasta z; saadaan toisen kertaluvun osittaisderivaatat
Kl (Qjmzk- 3’z __, 9 (gjmj Pz_ o,
ax 9y axay " gy\ay ay:

Huomaa erityisesti, etté osittaisderivaatan kaikissa merkintatavoissa on funkti-
on tunnusta lahinn& aina se muuttuja, jonka suhteen ensin derivoidaan.
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. Esimerkki. Jos T = x?y°z* , niin
T =2xy°z" , T =3xy?z" , T;=4x*y°2
Tieoys L Ti=enfr | Ti=8w7
T, =6xy?z* | T 5 =6xyz* |, T ) =12x?y*7
Ti=sxZ | T=26y7 TI=1207

__________________________________________________________________________________________________________________________

Huomautus. Edellisessa esimerkissa ns. "sekaderivaatta” on derivoimisjarjes-
tyksesta riippumaton. Tulos on yleisestikin voimassa kaikille kdytanndssa vas-
taantuleville funktioille. Niinpa esimerkiksi

TIIII T//// T//II T//// TIII/ T//// T////

XXyz xxzy — ' xyxz Xyzx xXzyx yxxz yzxx =

ts. kaikki ne neljannen kertaluvun osittaisderivaatat, jotka on saatu samasta
funktiosta T suorittamalla kaksi derivointia muuttujan x suhteen ja yksi deri-
vointi sekd muuttujan y ettd muuttujan z suhteen, ovat keskendan yhta suuria
riippumatta derivointien suoritusjarjestyksesta.

Harjoitustehtavia

8.1 Laske funktion z=1+2x+3y+4x*+5xy +6y° kaikki ensimmaisen ja
toisen kertaluvun osittaisderivaatat.
Mita voit sanoa korkeammista osittaisderivaatoista?

8.2 Minké akselin suunnassa funktio T =2x?y*z* kasvaa paikallisesti no-
peimmin pisteessa v) (5,4,3) a) (1,2,3)7?

8.3 Tarkastellaan funktiota w = x*y°z+3x+2y + z . Arvioi sopivaa osittais-
derivaattaa kayttaen:
v) Kuinka paljon pisteesta (x,y,z)=(1,1, 1) on siirryttdva positiivisen x-
akselin suuntaan, jotta funktio kasvaisi maaran Aw = 2.8107°? Ratkaise
myds siirtyman tarkempi arvo sopivasta yhtaldsta.
a) Kuinka paljon funktio w muuttuu siirryttdessa pisteesta (x, y,2) =(4,3,2)
positiivisen x-akselin suuntaan maara Ax=1.2-107"° ?
b) Kuinka paljon pisteesta (x, y,z) =(3,2,1) on siirryttava positiivisen y-
akselin suuntaan, jotta funktio kasvaisi maaran Aw =2.1-107"* ?

8.4 Tarkastellaan ajan ja paikan funktiota P(t,x,y,z)=t’xy’z+tx°y.
Totea laskemalla, ettd P(1,2,3,4) =228.
v) Laske P/(1,2,3,4) ja arvioi se hetki {, jolloin P(t,2,3,4)=250.
a) Laske P/(1,2,3,4) ja arvioi se kohta x, missa P(1,x,3,4) =240.
b) Laske F(1,2,3,4) ja arvioi se kohta y, miss& P(1,2,y,4) = 220.
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9. DERIVAATAN SOVELLUKSIA

Kaikki ne hetkellista (tai paikallista) muutosnopeutta kuvaavat suureet, jotka
saadaan keskimaaraisen muutosnopeuden raja-arvona valin pituuden lahes-
tyessa nollaa, saadaan yksinkertaisemmin maaritettya derivoimalla, silla deri-
vaattahan on maaritelty juuri tallaiseksi raja-arvoksi.

9.1 Fysikaalisia sovelluksia

Nopeus on aseman derivaatta v:% ja v= ‘ij; .
Kiihtyvyys on nopeuden derivaatta ja samalla aseman toinen derivaatta
av _d?x i, Z_dv_dr
a= ==r=r_
dt ~ar 1 T dr T gp
Teho on tehdyn ty6én derivaatta P = dgl!/ :
Sahkdvirta on siirtyneen varauksen derivaatta /= %
Tilavuusvirta on siirtyneen nestetilavuuden derivaatta g = V=4V

dt

Huomautus. Annetun fysikaalisen suureen toinen derivaatta edustaa alkupe-
raisen suureen ensimmaisen derivaatan (eli alkuperaisen suureen muuttumis-
nopeuden) muuttumisnopeutta (eli alkuperéisen suureen jonkinlaista kiihty-
vyyttad).

. Esimerkki. Tutki virranvoimakkuuden muuttumista, jos johtimen poikkipinnan
 1api aikavalilla [0, t] siirtynyt varaus on

g =q(t) =2500(1— e "), kun t>0.
Virranvoimakkuus saadaan siirtyneen varauksen derivaattana

P dq /500 ~1/500
| i =i(t) =21 =2500(0-e —500) 5e
: Silloin virran muuttumisnopeus
I di _gats00 —1 _ g%
gt =€ 500~ 100 "V

. kaikilla kyseeseen tulevilla t:n arvoilla ts. virta on aluksi suurimmillaan ja piene- |
' nee sitten jatkuvasti.
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Esimerkki. Jos kappaleen asema on ajan funktiona
x = x(t) = 3t%,

' niin kappaleen nopeus on
| B _dx _

| v=v(t)= o 6t
 ja Kiihtyvyys
= _a(ty=dv _ dx _

| a—a(t)—dt e 6.
. Kyseinen kappale liikkuu siis vakiokiihtyvyydella.

Esimerkki. Tiedetaan, etta poliisia karkuun juokseva rosvo lisaa nopeuttaan,
| jos ja vain jos poliisi saavuttaa hanta, ja rosvo hidastaa vauhtiaan voimia saés- !
tadkseen, jos ja vain jos poliisi on jaAdmassa jalkeen. Lisaksi tiedetadan, etta |
rosvon asema on ajan funktiona

' x = x(t) =6t +2c0s(0.05t) , kun t > 0.

a) Maarita rosvon nopeus hetkella t =50.
' b) Saavuttaako poliisi rosvoa hetkella t =507
c) Milloin rosvo ja poliisi ensi kertaa juoksevat yhta nopeasti?

Ea) Koska

: v(t) = % =6+ 2(—sin(0.05¢)-0.05) =6 -0.1sin(0.05t),
niin radiaanimoodissa

| v(50) =6—0.1-sin(0.05-50) =5.94.

b) Koska
| at)= % =0-0.1c0s(0.05¢)-0.05 =-0.005cos(0.051),
niin
| a(50) =0-0.005co0s(0.05-50) =0.004 >0,

joten rosvo lisdd vauhtiaan ja poliisi on saavuttamassa hanta.

c) Rosvo ja poliisi juoksevat yhta nopeasti

| & poliisi ei saavuta rosvoa eika jaa jalkeen
< rosvo ei lisda eikd vahenna vauhtiaan
& rosvon kiihtyvyys =0
< —0.005c0s(0.05t)=0
< 0.05t=7/2+n-x&
< t=(10+20n)x

Niinpa rosvo ja poliisi juoksevat ensi kertaa yhta nopeasti, kun n=0, jolloin

t=10r=31.4
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Esimerkki. Maarita kappaleen vauhti hetkella t =3, jos kappaleen paikka-
 vektori r=r(t)=[f*,3t%,4t].

_dr(t)
: B dt

. Hetkella t =3 nopeusvektori on v(3)=[3-3%6-3,4]=[27,18,4] ja talldin kappa-
leen vauhti saadaan nopeuden “pituutena” ts. v(3)=+/272+18%+4% =32.7.

Joissakin apuvalineissa vektorin pituus lasketaan itseisarvofunktiolla abs, mut-
. ta Tl-laskimessa on kaytettdva normifunktiota norm. Sopivassa Tl-laskimen '
sybtteessa voi hyddyntaa with-operaattoria seuraavasti

norm(i([t3,3t2,4t]))‘ t=3 [ 32.7

Kappaleen nopeusvektori on paikkavektorin derivaatta v(t) =[3t*,6t,4].

o/§

9.2 Kayran tangentti ja normaali

Koska kéyréan y = f(x) pisteeseen (x,,y,) asetetun tangentin kulmakerroin on
f'(x,), niin kyseisen tangentin yhtald on

Y=Y =f’(X0)-(X—X0).

Koska kayran normaali on kohtisuorassa samaan pisteeseen asetettua tan-
genttia vastaan, niin normaalin ja tangentin kulmakertoimien tulo on —1.
Kayran y =f(x) pisteeseen (x,,y,) asetetun normaalin kulmakerroin on siis

-1/f(x,) ja normaalin yhtalé on

Y=Y :Txo)'

Esimerkki. Maaritetdan paraabelin y =3x* pisteeseen (1, 3) asetetun tan-
. gentin ja normaalin yhtalét.
Koska y’(x)=6x, niin tangentin ja normaalin kulmakertoimet ovat

— (1) — i _—1__1
ktan_y(1)_6 Ja knorm_k - 6

tan

Pisteeseen (1,3) asetetun tangentin yhtalo on siis
i Sievennettyna

y-3=6:-(x-1 & y=6x-3

' ja normaalin yhtld on

Sievennettyna
1 x_,19
—3=-1.(x-1) & =-X,19
y 5 (X1 Y=-%6%%
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. Esimerkki. Maaritetaan pisteesta (1,0) paraabelille y =3x* piirretyn
a) tangentin ja b) normaalin yhtalé.

a) Koska paraabelin mielivaltaiseen pisteeseen (x,,3x,°) asetetun tangentin
kulmakerroin on y’(x,) = 6, , niin kyseisen tangentin yhtalé on

. ¥y =3x,2 =6Xx,(x—X,) -

Jotta tangentti kulkisi pisteen (1,0) kautta pitéé olla

: 0-3x,%=6x,(1- x,).

Tasta vaillinaisesta toisen asteen yhtéalésta saadaan (vaikkapa laskimella)

X, =0 tai x,=2,

joten sopivia tangentteja onkin kaksi ja niiden sievennetyt yhtalét ovat

' y=0 ja y=12x-12.

' b) Koska paraabelin mielivaltaiseen pisteeseen (x,,3x,%) asetetun normaalin |

kulmakerroin on - ,1 =— 1 , niin kyseisen normaalin yhtalé on
: Y (%) 6x,
1
-3x, =——(x—X,) .
y—3x, 6x0( o)

Jotta normaali kulkisi pisteen (1,0) kautta pitaa olla

1
0-3x°=—(1-x,).
| " = ox (1-x)
Taman (kolmannen asteen yhtaldksi sievenevan) yhtalén ainoa reaalijuuri

. x, =1/3 18ydetd&n mukavimmin laskimella. Normaalin yht&ldksi saadaan sit-

. ten sijoittamalla ja sieventamalla

y=-0.5x+0.5
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Harjoitustehtavia

9.1

9.2

9.3

9.4

9.5

9.6

9.7

Maarita kappaleen nopeus ja kiihtyvyys hetkella t, kun
v) x-akselilla likkuvan kappaleen asema on

x=x(t)=x0+v0-t+%~a0-t2+é~b-t3

a) pystysuorassa heittoliikkeessa kappaleen korkeusasema on
h=h(t) = h, + vot—%gtz,

missa x,, v,, &, b, h,, v, ja g ovat vakioita.

Maarita koneen teho hetkellda t =7, jos koneen aikavélilla [0, f] tekema
ty6 on v) W=W(t)=2000f—-1000sin(t/10)
a) W=IW(t)=500t—400sin(t/20)

Mé&érita kappaleen nopeus- ja kiihtyvyysvektorit, kun sen paikkavektori on
V) r=r(t)=[2t, 3%, 4] a) r=r(t)=[4-e?, 5e'sin(6t), 74/2].

Olkoon astiassa olevan nesteen tilavuus

v) V=V(t)= 900t-3t°, kun 0<t <1043
0, muulloin

3
0, muulloin
M&aéarita astiassa olevan nesteen tilavuus hetkilla =5, 10ja 15. Laske sa-
moina hetkind myaos tilavuusvirran arvot ja arvioi niita kayttaen astiassa
olevan nesteen tilavuus hetkillda t=5.3, 10.2 ja 15.1 olettaen, etta tila-

vuusvirta ei muutu lyhyené aikana. Suorita laskusi ylitarkasti.

Laske virranvoimakkuus hetkelld t >0, jos johtimen lapi aikavalilla [0, ]
kulkenut varaus on g =q(t)=5-2e° —3e™?". Osoita, ettd virranvoimak-
kuus véhenee aina, kun t>0.

Maarita kayran y=6sin(2x) pisteeseen (7/12,3) asetetun tangentin ja
normaalin yhtalot. Piirrd lopuksi laskimella kuva kaikista naista viivoista.

Maarita v) pisteesté (6, 1) paraabelille y = x°
a) pisteestd (2, 5) kayralle y =2x°
asetettujen tangenttien ja normaalien kulmakertoimet.

9.8 Ratkaise edella ollut rosvon pakenemista koskeva monisteen esimerkki
siind tapauksessa, jossa rosvon asema on
V) x=Xx(t)=7t—2cos(0.1f) a) x=x(t)=6t+sin(0.15t+10)
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10. KUVAAJAN TUTKIMINEN

10.1 Funktion kasvaminen ja vaheneminen

Maaritelmia. Sanomme, etté funktio f(x) on kasvava jollakin valill, jos ta-
man valin kaikille pisteille x, ja x, on voimassa

X, <X, = f(x,)<f(x,).
Vastaavasti vaheneva funktio toteuttaa ehdon

X, <X, = f(x)=f(x,).

Funktiota sanotaan aidosti kasvavaksi tai aidosti vahenevaksi, jos on voi-
massa vahvempi ehto

X, <X, = f(x,)<f(x,) tai X, <X, = f(x,)>1(x,),
missa funktion arvo ei voi sailya vakiona millaan osavalillakaan.

| -x*+1 , kunx<0 g
Esimerkki. Funktio f(x) = ;_’X, ES;‘ 10 SSXX:; on ¥ \
-1, kunx=>2 0
- kasvava valeilla | —oo,1] ja [2, 0] —1‘!'( . ®
- aidosti kasvava valilla ] -, 0] / 1 2 3
- vaheneva valeilla [0,1] ja [1,e0] { -1 —

- aidosti vaheneva valilla [1,2].

Koska derivaatta kuvaa funktion paikallista kasvunopeutta, niin on voimassa

Lause. Funktio f(x) on tarkasteluvalilla
- kasvava, jos f(x)>0 talla valilla
- vaheneva, jos f(x) <0 talla valilla
- aidosti kasvava, jos f(x) >0 talla valilla
- aidosti vaheneva, jos f(x)<0 talla valilla

Huomautus. Funktio voi olla jollakin valilld aidosti kasvava (tai aidosti vahene-
va), vaikka talla valilla olisi erillisia yksittaisia pisteita, joissa Y f
- derivaatta on nolla (kuvaajalla on ns. terassipiste, X
esimerkkina funktio f(x) = x°) ;
- derivaatta ei ole olemassa (kuvaaja katkeaa tai
siind on karki, esim. funktiot )

)

x,jos x<1 . ( )_{x/2,josxso
x+1 muulloin ~ | 2x muulloin

900 =1
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10.2 Kuperuus ja kaannepisteet

Maaritelmia. Funktiota sanotaan

ylospain kuperaksi jollakin valilla, / /\ /\
jos funktion kuvaaja kyseisella

valilla “kaartuu alaspain”.

Alaspain kuperan funktion kuvaaja \ \/ J
"kaartuu ylospain”.

Pistetta, jossa funktion kuperuuden
suunta muuttuu, sanotaan funktion
kadannepisteeksi.

 Esimerkki. Viereisen kuvan RS
- mukainen funktio f(x) = x* on - :i/ |
. - ylospéin kupera valilla ] -, 0] — - "2
.- alaspain kupera valilla [0, o[ . VAR A
' Kuvan funktiolla on kaannepiste origossa. ' / 15

__________________________________________________________________________________________________________________________

Lause. Funktio f(x) on ylospain kupera, kun f”(x)<0.
Funktio f(x) on alaspain kupera, kun f”(x)>0.

. Perustelu. Jos f”(x) <0, niin oikealle siirryttdessa derivaatta f'(x) (ja samalla
kayran tangentin kulmakerroin) vahenee, jolloin funktion kuvaaja "kaartuu

. alaspain” eli kuvaaja on ylospain kupera.

- Jos f”(x) >0, niin oikealle siirryttdessa derivaatta f'(x) (ja samalla kéyréan

tangentin kulmakerroin) kasvaa, jolloin funktion kuvaaja "kaartuu yléspain” eli
. funktio on alaspain kupera.

Lause. Funktion f(x) kd&nnepisteet I6ydetdan niiden arvojen joukosta, joissa
f’(x) =0 tai f”(x) ei ole olemassa.

. Esimerkki. Kayran y = —x° + 3x? — x k&annepisteessa Wiz -
| y'=-6x+6=0 & x=1. : 1/\ |
' Koska toinen derivaatta muuttaa merkkinsa, niin , . X
| kyseessa on todella k&dannepiste (1, 1). I R \3 |
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10.3 Paikalliset aariarvot

Maaritelma. Piste x, on funktion 7(x)

- (paikallinen) maksimikohta, jos on olemassa sellainen pisteen x, sisal-
tava avoin vali, jolla funktio f(x) ei saa suurempaa arvoa kuin f(x,).

- (paikallinen) minimikohta, jos on olemassa sellainen pisteen x, sisaltava
avoin vali, jolla funktio f(x) ei saa pienempaa arvoa kuin f(x;).

(Paikallisia) maksimi- ja minimikohtia sanotaan yhteisnimella (paikallisiksi)

aariarvokohdiksi.

Funktion arvoja paikallisissa dariarvokohdissa sanotaan niiden laadusta riip-
puen (paikallisiksi) maksimi- ja minimiarvoiksi tai tarkemmin eritteleméatta
(paikallisiksi) aariarvoiksi.

Maaritelma. Funktion suurin (pienin) arvo tarkoittaa funktion saamista ar-
voista suurinta (pienintd), jos sellainen (tai sellaisia) on olemassa.

Esimerkki. Funktion f(x)=sinx suurin arvo on 1 ja pienin arvo -1, jotka mo-
. lemmat sinifunktio saa &arettdman monta kertaa.

Funktiolla f(x) = x* on pienin arvo 0, mutta ei suurinta arvoa, silla jokaista
. funktion saamaa arvoa kohden I6ytyy vieldkin suurempia funktion arvoja.

Puoliavoimella valilla ]1,2] funktion f(x) = x* suurin arvo on 4, mutta pieninta

. arvoa ei ole, silla ykkdnen ei ole tdman funktion arvo ko valilla ja jokaista funk-
. tion saamaa arvoa kohden I6ytyy vielakin pienempia tdman funktion arvoja. '

Vakiofunktion f(x)=1 suurin ja pienin arvo on 1, jotka funktio saa aarettdman
. monta kertaa eika funktio saakaan mitdadn muita arvoja.

. Esimerkki. Kuvan funktiolla on paikalliset ]
 aariarvot kohdissa x=1 ja 3, joissa funk-

' tion derivaatta on 0, sek& kohdissa x=4 |

ja 5, joissa derivaatta ei ole edes olemassa. /
. Funktiolla ei kuitenkaan ole lokaalia &ariarvoa

. kohdissa x=6ja 7, vaikka niissakin deri-
vaatta on nolla tai derivaatta ei ole olemassa.__1

Edellisen esimerkin havainto voidaan ilmeisesti yleistdd seuraavaan muotoon:

Lause. Funktion f(x) paikalliset aariarvot I6ydetaan niiden arvojen x joukosta,
joissa f(x)=0 tai f(x) eioleolemassa.
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Maaritelma. Niita pisteitd, joissa funktion derivaatta on nolla, sanotaan funkti-
on kriittisiksi pisteiksi. Niitd pisteitd, joissa funktiolla ei ole derivaattaa, sano-
taan funktion singulaaripisteiksi.

Varmuus aariarvon olemassaolosta ja laadusta kriittisessa pisteessa saadaan
seuraavilla lauseilla.

Lause. Jos f(x,) =0 ja kohtaa x, ohitettaessa derivaatta f’(x) muuttaa

merkkinsa
- positiivisesta negatiiviseksi, niin x, on funktion paikallinen maksimikohta

- negatiivisesta positiiviseksi, niin x, on funktion paikallinen minimikohta.
Jos derivaatta ei muuta merkkiaan, niin x, ei ole paikallinen &ariarvokohta.

Lause. Jos f(x,)=0 ja
- f7(x,) <0, niin x, on funktion maksimikohta
- f”(x,) >0, niin x, on funktion minimikohta
- f’(x,) =0, niin kysymys aariarvon olemassaolosta ja laadusta jaa talla kri-
teerilla selvittamatta.

Adriarvon olemassaoloa ja laatua singulaaripisteessa voidaan selvittda tarkas-
telemalla funktion arvoa kyseisessa pisteessa ja sen ymparistdssa.

. Esimerkki. Etsitdan funktion f(x)=3x"-4x* paikalliset aariarvot.

Mahdollisia &&riarvokohtia ovat ne, joissa funktion derivaatta on nolla (tai ei
. olisi olemassa, mika ei nyt kuitenkaan tule kyseeseen):

’ _ 3 _ 2 2 _ _ — 1
Fix)=12x" -12x" =12x(x-1)=0 & X_{O (kaksinkertainen juuri) .

' Koska f”(x) = 36x% - 24x, niin f"(1)=12>0, joten kohdassa x=1 on paikalli-

. nen minimikohta.

Koska f”(0) =0, niin 4ariarvon olemassaoloa ja laatua kohdassa x=0 ei voida
. selvittaa funktion toisen derivaatan avulla.

| Ensimmaisen derivaatan f/(x) =12x%(x —1) merkkia o 1

. voidaan tutkia tekijdiden merkkien avulla viereisen [ I B
taulukon mukaisesti. Taulukon avulla nahdaan, etta | = @ = | =
. kohdassa x =0 ei ole &ariarvoa vaan terassipiste. ol - 0 - 0 -
. Kohdassa x =1 on paikallinen minimikohta kuten jo F(x) N
| toisen derivaatan avulla nahtiin. e
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Huomautus. Koska n. asteen polynomin derivaatta on astetta n—1 oleva po-
lynomi, niin algebran peruslauseen mukaan derivaattapolynomilla on enintaan
n—1 erisuurta reaalista nollakohtaa. Nain ollen n. asteen polynomilla voi olla
enintddn n—1 paikallista dariarvoa.

Ajattelemalla paritonta astetta olevan polynomin paapiirteista kulkua (joko va-
semmalta alhaalta oikealle ylos tai vasemmalta ylhaalta oikealle alas riippuen
johtavan termin merkistd) on selvaa, etta paritonta astetta olevalla polynomilla
on 0,2,4,...tai n—1 paikallista dariarvoa.

Vastaavasti parillista astetta olevalla polynomilla (joka kulkee joko vasemmalta
ylh&alta oikealle ylos tai vasemmalta alhaalta oikealle alas) on 1, 3, 5, ... tai
n—1 paikallista dariarvoa.

10.4 Asymtootit

Funktion kuvaajan piirtdmista voi usein helpottaa kayttaen apuna helpommin
piirrettavia viivoja eli ns. asymptootteja.

Maaritelma. Kayran asymptootti tarkoittaa sellaista tutkittavaa kayraa yksin-
kertaisempaa kayraa, jota tutkittava kayra rajatta lahestyy, kun ainakin toinen
muuttujista x ja y lahestyy plus- tai miinusaaretdnta.

Kahden polynomin osamaaraéa sanotaan rationaaliseksi murtofunktioksi (iai
rationaalifunktioksi). Sen asymptootit I6ydetaan seuraavalla lauseella.

Lause. Supistetussa muodossa olevan rationaalisen murtofunktion y = %
asymptootit I6ydetddn kahdessa vaiheessa seuraavasti:
1) Nimittajan jokaista nollakohtaa x; vastaa pystyasymptootti x = x;.

: , _P(x) _ S(x) T i
2) Suorittamalla jakolasku y = ax " R(x) +—Q(x) saadaan vaillinaisen osa

maaran lausekkeesta R(x) murtofunktion asymptootti y =R(x).

Rationaalifunktion kohdan 2) mukaisen asymptootin luonne selvida seuraavas-
ta huomautuksesta ilman jakolaskun yksityiskohtaistakin suorittamista:
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Huomautus. Olkoon rationaalisen murtofunktion
P(X) _ PpX" +...+ DX+ Py
QX) g x"+..+qx+q,
osoittajan aste m ja nimittdjan aste n.

Jos osoittaja on alempaa astetta kuin nimittgja (ts. /m<n), niin funktiolla on
asymptoottina x-akseli.

Jos osoittajan aste = nimittjan aste (ts. /M= nN), niin funktiolla on asymptoot-
tina vaakasuora suora, jonka yhtald on

y= % = johtavien kertoimien suhde.

Jos osoittajan aste = nimittdjan aste plus 1 (ts. m=n+1), niin asymptoottina
on vino suora, jonka kulmakerroin

k = % = johtavien kertoimien suhde .
Jos osoittajan aste on suurempi kuin nimittajan aste plus 1 (ts. m> n+1), niin
kayraviivaisena asymptoottina on astetta m—n oleva polynomi, jonka johtavan
termin kerroin on

% = johtavien kertoimien suhde.

n

--------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------

Esimerkki. Piirretdan funktion y =% kuvaajaa hyédyntaden muutamaa var-

sin helposti todettavaa ominaisuutta.

Rationaalifunktion nimittdjan nollakohtaa x =1 vastaa pystyasymptootti.

ﬁ< 0 aina, kun x # 1, niin funk- |
X :

 tio on vaheneva molemmilla osavaleilld (—oo,1) ja (1,0).

Koska y = D(2(x—1)“) =2 (-1)(x-1)*%=

. Koska murtolausekkeen osoittaja on y
. alempaa astetta kuin nimitt&ja, niin
. murtofunktion asymptoottina on x-akseli. ' 5

Lasketaan viela pari funktion arvoa -5

- y(0)=-2 ja y(2)=2. -
Funktion kuvaaja onkin nyt helppo piirtda
. asymptoottiensa, véhenevyyden ja las-
 kettujen pisteiden avulla varsin tarkasti.
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2x*+3x+4

Esimerkki. Rationaalisen murtofunktion y = ~ 4D

asymptootit 16yde-
' taén 2 vaiheessa:
1) Nimittajan nollakohtaa vastaa pystyasymptootti x=-2.

2) Muut asymptootit saadaan suorittamalla jakolasku vaikkapa jollakin seu-
' raavista tavoista
| - laskimen propFrac- tai expand-komennolla

2x° +3x+4 6
prorFrac( Y12 j X+2+2x 1

- jakokulmaa kayttaen

- maaraamattdémien kertoimien menetelmalla

- osoittajaa ensin vaiheittain muokkaamalla seuraavasti

y = 2x* +3x+4 _(2X° +4X)+(-x-2)+6 _oy_14 6

| X+2 X+2 X+2

Koska jakojaanndkseen liittyva murtolauseke — 0, kun X — oo niin alkupe-
rainen rationaalinen murtofunktio I&hestyy suoraa y =2x-1, kun X — *oeo.

Funktion kuvaajan piirtamiseksi tutkimme viela funktion paikalliset aariarvot.
- Merkitsemall funktion derivaatta nollaksi

Y = (4x+3)- (x+2)—(2x* +3x+4)-1_2x*+8x+2 _
(x+2)? (x+2)?

-0.27

-3.73

Koska derivaatan y” merkki kayttaytyy kuten y”:n osoittajassa olevan toisen

. asteen polynomin (kuvaajana yléspain aukeava paraabeli) merkki, niin saam-
. me alla vasemmalla olevan kaavion.

saadaan mahdolliset Aariarvokohdat x = -2 ++/3 = {

i 2
. Aariarvojen ja asymptoottien avulla murtofunktion y = % kuvaaja on

helppo hahmotella.

Yy
—2-J3 -2 -2+.3 lo /
y’ + - - + y=2x-1
y / Ny Ny / : :

\

x=-2
5
Maksimi Ei Minimi
-11.93  maar. 1.93 /\ 1-10
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Harjoitustehtavia

10.1 Ma&arita funktion v) y=3x>-5x* a) y=-3x*"-4x°
aariarvo- ja kdannepisteet.

10.2 Piirrd ilman laskinta funktion v) y=

X +1 X -1
X a) y= X

kuvaaja maarittdmalla ensin kuvaajan aariarvopisteet, kuperuussuunta

ja asymptootit. Tutki kummalta puolelta kayra lahestyy asymptoottejaan.

Tarkista saamasi tulokset lopuksi laskimen piirtdmasta kuvasta.

10.3 Maarita kasin laskien seuraavien kayrien asymptootit ja tarkista tuloksesi
piirtdmalla laskimella seka funktion kuvaaja etta I6ytamasi asymptootit.

=2l gy X vy o 2Oaxed
X y:% o) y=X21+1 ©) y=X2)i4
d) y=2’;;3 e) y:% f yzw
10.4 Maarita funktion y = X _24X asymptootit. Huomaa, etté laskimen kuvan

X2
mukaan kayralla on vain yksi pystyasymptootti. Miksi sind olet (mahdol-
lisesti) saanut kaksi pystyasymptoottia? Kumpi on oikeassa?
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11. AARIARVOJEN SOVELLUKSIA

Alla olevien kuvien mukaan on ilmeisesti voimassa

Lause. Suljetulla valilla jatkuva funktio saa talla valilla suurimman ja pienim-
man arvonsa joko valin paatepisteessa tai valilla olevassa aariarvokohdassa.

¥t Huomaa, etta funktion
/ 2 S suurin arvo S ja pienin
' ' A / arvo p tietylla suljetulla

b valilla voidaan saada

y.l
P 2 b valin useammassakin

pisteessa.

——————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————

Huomautus. Avoimella valilla jatkuva funktio ei valttamatta saa talla valilla
. suurinta ja/tai pieninta arvoa.
. Esimerkiksi funktiolla f(x) = x
. ei ole avoimella valill ]0,1[

. suurinta eik& pieninta arvoa.

. Myoskaan funktiolla f(x)=1/x
. ei ole suurinta eika pieninta

. arvoa valilla 0, .

__________________________________________________________________________________________________________________________
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Huomautus. Suljetulla valilla epdjatkuva funktio ei
- valttamatta saa talla valilla suurinta ja/tai pieninta arvoa.

; -x—-1,kun —1<x<0
. Esimerkiksi funktiolla f(x)=<0 , kun x=0
! 1-x, kun0< x<1

. ei ole valilla [-1,1] suurinta eika pieninté arvoa.

Huomautus. Jos on tutkittava jatkuvan funktion suurinta ja pieninta arvoa
avoimella valilla, niin paikallisten &&riarvojen liséksi on tutkittava funktion tois-
puoleiset raja-arvot valin paatepisteissa.

Huomautus. Jos on tutkittava epéajatkuvan funktion suurinta tai pieninta arvoa
jollakin valilla, niin mahdollisten paatepisteiden ja kriittisten pisteiden liséksi on
tutkittava funktion mahdolliset arvot ja mahdolliset (toispuoleiset) raja-arvot
singulaaripisteissa (eli niissa pisteissa, joissa funktiolla ei ole derivaattaa).
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. Esimerkki. Maarita funktion f(x) = x> + 3x*> —9x suurin ja pienin arvo valilla
[-2, 2].
Koska tarkasteltava funktio on polynomi, niin se on kaikkialla jatkuva ja derivoi-
: tuva. Riittaa tutkia funktion arvot ’
1) valin paatepisteissa
f(—2) = (-2)% +3(-2)* —9(-2) =22
f(2)=2°+3.2°-9.2=2
2) valilla olevissa mahdollisissa aariarvokohdissa
, x =-3 (ei osu tutkittavalle valille)
f = 2 — =
() =3x"+6x-9=0 = {x:1 f(1)=1 +3. 1 -9.1=-5

Kolmesta ehdokkaasta 22, 2 ja —5 suurin on 22 ja pienin -5 ja ndma ovat
| etsityt suurin ja pienin arvo.

Huomaa, ettd tdméantyyppisessa tehtdvassa ei tarvitse varmistua aariarvon .
 olemassaolosta ja laadusta derivaatan merkinmuutosta tutkimalla, vaan paate- |
pistearvojen lisaksi riittda tutkia kaikkien mahdollisten &ériarvojen suuruudet.
' Jos jossakin kriittisessé pisteessa ei olisikaan ariarvoa, niin suurin ja pienin
arvo ldytyisivat joko paatepisteesta tai jostakin toisesta kriittisesta pisteesta.

Esimerkki. Maarita suoran ympyralierién suurin mahdollinen tilavuus, kun lie-
. rion korkeuden h ja ympéarysmitan 2zr summa on 3 metria.

Side-ehtoa h+27zr=3 eli h=3-2zr kayttden on haettava tilavuuden
| V =rnr*h=zr*(3-2zr)=3xr*-27°r°

' suurin arvo valilla 0<r < % Koska tilavuuden arvo vélin paatepisteissa on

. nolla, niin suurin arvo saadaan valillé olevassa aariarvokohdassa:

V' =67r—67%2 =0 < r=0 (eivalila) tai rz%.

Suurin tilavuus on siis
| 2 3
v(lj —3r (lj _oz? (l) =1 \uutiometria
/A T T /A

. Sateen arvon ja vastaavan tilavuuden 10ytaa Tl-laskimen komennoilla

Define V = zr2(3 - 27zr) : solve(d(V,r)=0,r) [ r=0 tai r:%
_1 1
V‘r_V pa

Ratkaisun l16ytaa myos analysoimalla laskimella edella johdettua tilavuusfunk-
| tion V =37zr’-27°r® kuvaajaa.
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. Esimerkki. M&arita edullisin tapa séhkélinjan vetdmiseksi metsan keskella
olevalta muuntajalta M tehtaalle T, kun kaapelin vetdminen metsddn maksaa
. 100 €/m ja tien varteen 50 €/m. Muuntaja on 2000 m ita-lansi-suuntaisen tien
eteldpuolella ja tien lahimmasta pisteestad A on viela 6000 metria tehtaalle.

A Tie

6000~ x T

2000 m

M 6000 m

. Merkitdan x =kuvan mukainen "sivusuuntainen siirtym&” metsassa, jolloin ko-
. konaiskustannus

k=k

metsa

+ Ky =100+ 8,5 +50- 5, =100v2000° + X* +50(6000 - x) .

Mahdollisessa dariarvokohdassa kustannusfunktion derivaatta k'(x) =0. |
Koska derivoimalla paadyttaisiin juuriyhtdléon, niin ikdvien mekaanisten lasku-
. suoritusten valttdmiseksi etsimme (mahdollisen) paikallisen &ariarvokohdan ja

| sitd vastaavan kokonaiskustannuksen laskimella:

Define k =100v/2000% + x +50(6000 — X)
solve(d(k,x) =0, x) x=1154.7
k| x=1154.7 473205

Kokonaiskustannukset tarkasteluvélin 0 < x <6000 paatepisteissa ovat
| k|x=0 500000
k| x = 6000 632456

Valitaan kaapelin linja kokonaiskustannuksiltaan halvimman reitin mukaan.

Vastaus: Edullisin tapa on edeta metsassa tien pisteeseen, joka on 1155 met-
. rin paassa tien lahimmasta pisteesta A.

Huomautus. Taméantyyppisessa tehtavassa kustannusfunktion k(x) piir-
taminen laskimella ja kuvaajan kriittinen tarkastelu yhdessa laskimen

. minimi-toiminnon kanssa antanee usein tilanteesta puhtaasti laskennol-
lista ratkaisua havainnollisemman kasityksen, silla kuvasta voi myos va-
. littdmasti arvioida, kuinka nopeasti kustannukset muuttuvat ”sivusuun-

' taisen siirtymén” x muuttuessa.

__________________________________________________________________________________________________________________________
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. Esimerkki. Neljan 2 metri& pitk&n riu’un varaan halutaan rakentaa sdannolli-
. sen nelisivuisen pyramidin muotoinen teltta siten, ettd teltan tilavuus on mah-
. dollisimman suuri. Maarita pohjanelién sivu s.

Kaksi vastakkaista riukua muodostavat pohjanelion lavistajan kanssa tasakyl-
. kisen kolmion, jonka kanta on pohjanelién lavist&ja s\/2 ja korkeus

' h= \/22 - (sJE/z)2 . (Piirra kuva!) Teltan tilavuus on

V=ls?h=1g2./4-05s.

3 3
' On etsittava tilavuuden suurin arvo vililla 0 < s<24/2.

Kasin laskettaessa dariarvokohdan maarittdmisessa tarvittavaa derivointia ja
. derivaatan nollakohdan etsimista voi helpottaa siirtamalla tilavuuden lausek-

keessa tekijan s® juurimerkin alle ja maksimoimalla nelidjuuren alle muodos-
. tuvan lausekkeen

| y=4s*-0.5s°.

Valin paatepisteissa saamme y(0) = y(2\/§) =

. Mahdollisessa aériarvokohdassa

y'=16s-3s°=0 < s=0 tai s= +\/> 2.31.
f

Nain ollen on selvaa, ettd pohjanelidén sivuun 2.31 m liittyvan teltan tilavuus on
' suurin mahdollinen. !

. Jos maksimoitavaa lauseketta ei huomaisi helpottaa, vaan merkitsisi tilavuu-
. den V derivaatan noIIaksi niin saisi ikévémmén nakoisen derivaatan ja yhtalon |

s-V4-0.558° ———O,
6v4-0.55

jolla on tietenkin samat juuret s=0 tai s= _% kuin edellakin.

Laskinta kaytettaessa voi tietenkin tarkastella tilavuuden V alkuperaisté lau-
. seketta seuraavasti:

Define V =1.52/4-0.55°

3
solve(d(V,s)=0,s) s=0 tai s=+3¥3 4o
V|s=231 2.05

V|s=0 0

V|s=22 0

' Suurin tilavuus saadaan siis, kun pohjanelién sivu on 2.31 metria.
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. Esimerkki. Tarkastellaan 50 metria pitkaa johdinlankaa, jonka resistanssi met-
rid kohden on 0.02 yksikkona Q/m. Miten johdinlanka on katkaistava kahteen
. osaan x ja 50— x, jotta niilla voitaisiin yhdistda 20 metrin etdisyydella olevat

 kohteet A ja B siten, etta rinnan kytkettyjen
. johtimien kokonaisresistanssi olisi mahdollisim- o §
. man pieni? Mahdollista my6hempaé kayttda A B §

' varten johtimesta ei saa katkaista tass4 tilan- 50 - x
. teessa tarpeetonta 10 metrin patkaa pois.

Johdinosien resistanssit ovat 0.02x ja 0.02(50- x). Koska vastusten rinnan

kytkennassa 1/R=1/R, +1/R,, niin nyt on etsittava resistanssin

' AR 1 RR, _ 0.02x-(1-0.02x)
1/R,+1/R, R,+R, (1-0.02x)+0.02x

pienin arvo valilla 20 < x<30.

' Paatepistearvot ovat R(20) = R(30)=0.24. |

Mahdollisessa &ariarvokohdassa R'=0.02-0.0008x=0 < x=25, R(25)=0.25

Resistanssin on siis pienimmilldan, kun osien pituudet ovat 20 ja 30 metria. :

=0.02x-0.0004 x*

Harjoitustehtavia

11.1 Maarita funktion  v) f(x)=x>-6x*+9x+1 a) g(x)=2x>+15x*+24x
suurin ja pienin arvo valilla [-2,2].

11.2 MAaaritd ylhaalta avoimen suoran ympyralieridbn muotoisen litran mitan
pohjaympyran sade ja korkeus siten, etta
V) mitan pohjan ja reunan kokonaisala on pienin mahdollinen
a) mittaan tarvittavan sauman pituus (eli pohjaympyran piirin ja sivuvii-
van yhteispituus) on pienin mahdollinen.

11.3 x-akselilla nopeudella 5 likkuva kappale on kohdassa x =-57 samalla
hetkella kuin y-akselilla nopeudella v) 13 a) -3 (huomaa suunta!) liikku-
va kappale on kohdassa y=-76. Maarita kappaleiden pienin etaisyys.

11.4 Tasasivuisen puolisuunnikkaan kolme sivua ovat viiden metrin pituisia.
Maéarita puolisuunnikkaan suurin mahdollinen ala.

11.5 Kuuden 2 metrid pitkan riu’'un varaan halutaan rakentaa sdanndllisen
kuusisivuisen pyramidin muotoinen teltta siten, etta teltan tilavuus on
mahdollisimman suuri. Maarita pohjana olevan kuusikulmion sivu s.

11.6 R-sateinen ympyranmuotoinen kartonki on leikattava kahdeksi sektorik-
si, jotka taitetaan ympyrakartion muotoisiksi "tétterdiksi”. Maarita kunnon
laskinta tehokkaasti hyddyntaen sektoreiden keskuskulmat siten, etta
v) tétterdiden yhteistilavuus on mahdollisimman suuri
a) suuremman tétterdn tilavuus on mahdollisimman suuri
b) totterdiden tilavuuksien erotus on mahdollisimman suuri.
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12. USEAN MUUTTUJAN FUNKTION
AARIARVOISTA

Tarkoituksena on ensin selvittda yksin-
kertaista testia kuvan pinnan korkeutta
esittdvan kahden muuttujan funktion
z=2z(x,y) maksimipisteen H l6ytamiseksi.

Jos pintaa leikataan H:n kautta kulkevalla
Xxz-tason suuntaisella tasolla, niin edet-
taessa leikkausviivaa AHB pitkin positiivi-
sen x-akselin suuntaan pinnalla joudutaan
ensin nousemaan, kunnes H:n kohdalla
leikkausviiva on vaakasuora ja sen jalkeen
viiva laskeutuu. Koska korkeus z ei aari-
arvokohdassa muutu x-suuntaan edettaes-
s, niin tallin osittaisderivaatta z, =0.

Vastaavasti yz-tason suuntaisella leikkausvii-
valla CHD on &ariarvokohdassa vaakasuora

H D
kohta, joten myds osittaisderivaatta z; =0. «x /

Johtopaatés. Edellisen tarkastelun perusteella on ilmeistd, ettd kahden (ja
myd&s useamman) muuttujan funktion paikallisessa aariarvokohdassa

- osittaisderivaatat ovat joko nollia (jos tutkittava suure muuttuu "tasaisen
Kiltisti” aariarvokohdan laheisyydessa)

- tai osittaisderivaatat eivat ole olemassa
(jos tutkittavan suureen kayttaytyminen
muuttuu viereisen kuvan mukaisesti
akillisesti aariarvokohdassa).

On huomattava, etta kaikissa em. ehdot tayt-
tavissa pisteissa ei aina ole paikallista aari-
arvoa. Kyseessa voi olla vaikkapa alimman H

kuvan mukainen satulapinta, jonka satula- : _y
pisteessd H on reittiviivan paikallinen mak-

simi edettdessa pinnalla x-akselin suuntaan,

mutta reittiviivan paikallinen minimi edet-

tdessa pinnalla y-akselin suuntaan.

Sopimus. Tassa esityksessa sivuutetaan aariarvon olemassaolon ja laadun
tutkiminen matemaattisten kriteerien avulla, sillad monissa tavallisimmissa kay-
tdnndn tehtavissa aariarvon olemassaolo ja laatu ovat ilmeiset.
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Pintojen yhtéloista. Yksi paikkakoordinaatteja x, y ja z koskeva yhtald esittaa
yleensa jotakin kolmiulotteisen avaruuden pintaa. Paikkakoordinaatteja x, y ja

Z koskeva yhtalépari puolestaan edustaa ko. yhtaléiden esittdmien pintojen yh-
teisia pisteita, jotka tavallisesti muodostavat jonkin avaruudessa olevan viivan.

Niinpa esimerkiksi yksi muotoa z = ax® + ay® + cx+dy +f oleva yhtalo esittaa
sopivan paraabelin pyérahtaesséa akselinsa ympari syntyvaa

- yléspain aukeavaa pydérahdysparaboloidia, jos a >0

- alaspain aukeavaa pyo6rahdysparaboloidia, jos a<0.

Jos em. pyorahdysparaboloidia venytetaan/kutistetaan x- tai y-akselin suun-
nassa, niin uuden pinnan yhtaloéksi tulee muotoa z=ax®+by® +cx+dy+f ole-

va yhtald, missa a ja b ovat samanmerkkisia merkin riippuessa paraboloidin
aukeamissuunnasta.

. Esimerkki. M&arita alas aukeavan paraboloidin z=—x* —2y% —6x+4y +1
. huippu ja huipun kautta kulkeva yz-tason suuntainen tasoleikkaus.

Koska huipussa osittaisderivaatat ovat nollia, niin

Z;=—2X—6=0 X=—3 H . Sei;uz:n Iau33el1<k?1_e§ta
.« Aulppu on H=(-3,1,
Z =-4y+4=0 = |y=1 PP ( )

Kysyttya tasoleikkausta edustaa yhtéalépari
' - Nelii késin
{z:—x2—2y2—6x+4y+1 i {z:—2y2+4y+10 e {z:—2(y—1)2+12
x=-3 x==3 X=-

. Esimerkki. Tutkitaan pinnan z=—x?+3y? +4x—18y+24 &ariarvokohtia.

' Koska tarkasteltava funktio on kaikkialla derivoituva, niin paikallinen &ariarvo

. voi olla vain sellaisissa kohdissa, joissa osittaisderivaatat ovat nollia:

' Z =-2x+4=0 x=2
' =6y-18=0 " |y =3

| Z, =0y = y=

. Ainoa mahdollinen &&riarvokohta on siis (x,y)=(23), missa z=1.

. Jos pintaa leikataan ko. kohdan kautta kulkevalla yz-tason suuntaisella tasolla |
. x=2, niin leikkausviivalla z=3y*-18y +24 eli leikkausviiva on yléspéin au- |
keava paraabeli. Jos taas pintaa leikataan ko. kohdan kautta kulkevalla xz- |
. tason suuntaisella tasolla y =1, niin leikkausviivalla Z=—X*+4x+9 elileikka- §
. usviiva on alaspdin aukeava paraabeli. '
Koska pinnalla on ainoan mahdollisen aariarvokohdan valittomassa laheisyy- |
. dessa seka siina saatuja arvoja suurempia etta pienempia arvoja, niin ko. koh-
. ta ei voi olla aariarvokohta eika funktiolla ole siis yhtaan aariarvokohtaa. '
Tarkasteltava pinta on itse asiassa eras satulapinta, jollaista on hahmoteltu

. edellisen sivun alimmassa kuvassa.
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. Esimerkki. M&arita kilpailijalle nopein reitti 1aht6- /‘[M
y

' pisteesta L maaliin M, kun kilpailijan juoksu- 200 :
' nopeus joen eteldpuolella on 5 m/s ja pohjois- 200 Joki 1000-x-y
. puolella 4 m/s seka uintinopeus joella 1 m/s. e

. Kuvan alareunaan ja vasempaan reunaan on

! 500
. merkitty etaisyyksia metreina.

L 1000

Merkitaan “sivusuuntaista siirtymaa” joen etela-
. puolella x:lla ja joella y:ll4, jolloin "sivusuuntainen
. siirtyma” joen pohjoispuolella on 1000 - x—y.

Kokonaisajaksi saadaan
| t=t +1

etelapuolella joella

, = /5007 + X% /5 + /2007 + y*/1+200% + (1000 — x — y)? /4
Laskimen komennoilla

I Define t =+/500% + x* /5++/200% + y* /1+...

, solve(d(t,x)=0 and d(t,y)=0,{x,y})

saadaan x=783,2=783 ja y =34.2=34, jotka ilmeisesti ovat edullisimpaan
' reittiin liittyvat “sivusuuntaiset siirtyméat” metreina joen eteldpuolella ja joella.

+1

pohjoispuolella

Esimerkki. Mihin pisteeseen (x, y) muuntaja tulisi sijoittaa kustannusten mi-
nimoimiseksi, kun muuntajalta on vedettédva kolmeen kohteeseen A, B ja C
. erihintaiset kaapelit seuraavan taulukon mukaisesti'
' Kohde | A B | C
Sijainti ‘ (0,0 ‘ (200,0) ‘ (100,300)
Kaapelin hinta€/m | 1000 | 1200 1500

Kokonaiskustannukset ovat
k=k,+kg;+k,=1000d, +1200d; + 15000,

=10004/ X + y? +12004/(x — 200)? + y2 +15004/(x —100)? + (y — 300)?
Kustannusfunktion paikallista aariarvoa voi hakea komennoilla
. Define k=1000y/x*+y?+12004/(x=200)?+y? +1500+/( x—100)?+(y—300)?
solve(d(k, x)=0 and d(k,y)=0,{x,y})

Laskimen TI-89 CX CAS muisti loppuu kuitenkin jonkin ajan kuluttua kesken ja
- laskin ilmoittaakin, etta ratkaisua ei olisi. |

Esimerkiksi Derive-ohjelmalla voi ns. Newtonin tangenttimenetelméaa kayttaen
. kuitenkin 16ytda saman yhtaléryhman ratkaisun
x=110.0165910, y =91.87191786 ,

joten muuntaja kannattaa sijoittaa pisteeseen (110, 92).
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Esimerkki. Tehtavana on maarittdad 10 kuutiometrin suuruisen suorakulmaisen
' sdrmidn muotoisen kontin mitat x, y ja z siten, ettéd materiaalikustannukset ovat '
' mahdollisimman pienet, kun |
.- alapohjan xy materiaali maksaa 30 €/m?

- etutahkon yz materiaali maksaa 20 €/m?

- muiden neljan tahkon materiaali maksaa 10 €/m?

Side-ehto V=xyz=10= z= % huomioiden laatikon materiaalikustannukset

ovat
' k=30xy +20yz+10(xy + yz+2xz) = 40xy + 30yz+20xz

- .10 10 _ -1 -1
=40xy +30y Xy+20x Xy 40xy +300x" +200y

Paikallisessa &ariarvokohdassa osittaisderivaatat =0, ts.
' k; — 40y_300x_2 — 0 Laskimella X = %/2 = 224
’ -2 < 3
k, =40x-200y* =0 y =3/90/3 ~1.49

' Side-ehdon mukaan z= % - @ ~2.99.

Koska tehtavalla on ilmeisesti ratkaisu ja tama on ainoa mahdollisuus, niin
olemme ldytéaneet kontin edullisimmat mitat
' x=2.24,y=1.49 ja z=2.99 metria.

' Adriarvokohdan I6yt44 helposti seuraavilla laskimen komennoilla:

Define k =40x-y +300/x+200/y
solve(d(k,x)=0 and d(k,y)=0,{x,y})

Harjoitustehtavia

12.1 Mika on nopein reitti pisteesta (0,—10) pisteeseen (80,20), jos nopeus
x-akselin alapuolella on 3 ja ylapuolella 5 seka x-akselilla
vi) 6 v2) 4 a) 10 b) 5.

12.2 Mika on edullisin reitti kaapelin vetadmiseksi pisteesta (0,—20m) pistee-

seen (100m, 30m), jos kaapeli maksaa 30 €/m x-akselin alapuolella,
10 €/m x-akselilla ja 20 €/m x-akselin ylapuolella?

12.3 Maaritd kustannuksiltaan edullisimman paalta avoimen 20 kuutiometrin
suuruisen kontin mitat, kun kontin alapohja xy maksaa 50 €/m? , paaty-
tahkot xz maksavat 40 €/m? ja sivutahkot yz maksavat 20 €/m?
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13. DIFFERENTIAALI

"Kiltisti kayttaytyvan” funktion y = y(x) todellista muutosta Ay lyhyessa siir-

tyméassa kohdasta x kohtaan X+ AX voidaan kuvan mukaisesti arvioida funk-
tion kuvaajalle piirretyn tangentin muutoksen avulla seuraavasti:

Funktion todellinen muutos Ay =~ tangentin muutos dy = y/'(x)- Ax

X X+AX

Koska jatkossa tangentin muutosta kaytetédan toistuvasti apuna funktion muu-
toksen arvioinnissa, niin silla on oma nimensa differentiaali seuraavasti:

Maaritelma. Funktion y(x) differentiaali dy valilla [x,x+Ax] on
dy =y (x)-Ax.

"Kiltisti kayttaytyville” funktioille on lyhyilla véleilla voimassa seuraava tulos:

Funktion y(x) todellinen muutos Ay valilla [x, x+ Ax]
~ funktion y(x) differentiaali dy valilla [x, x+ Ax]
= y'(x)-Ax .

' Esimerkki. Lasketaan funktion y = x* todellinen muutos Ay ja differentiaali
 dy, kun x muuttuu |

a) arvosta 3 arvoon 3.1 b) arvosta 4 arvoon 3.9  ¢) arvosta —1 arvoon 2.
Seuraavissa laskuissa tarvitaan funktion y derivaattaa y’(x) =2x.

Ay = y(3.1)- y(3)=3.1 -3 = 0.61

| dy=y(3)-Ax=(2-3)-(3.1-3)=0.6
o) AY=y(3.9)-y(4)= 3.92-4%=-0.79
| dy=y(4)-Ax=(2-4)-(3.9-4)=-0.8

Huomaa, ettd muutokset laskettiin merkkeineen jarjestyksessa
Muutos = uusi arvo — alkuperéainen arvo

o AV =Yy =2 (12 =3 e
i C) dy = (1) Ax = (2 (=1)- (2 (1)) = -6 } Siirtyma& ei ollut lyhyt!
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a) } Lyhyessé siirtyméassa Ay = dy

} Lyhyessa siirtymassa Ay = dy




Huomautus. Matematiikassa muutos lasketaan aina merkkeineen siten, etta

Suureen muutos = suureen uusi arvo — suureen alkuperainen arvo

Huomautus. Koska Ay = y(x+ Ax)— y(x), niin
y(x+Ax)=y(x)+ Ay = y(x)+dy = y(x) + y'(x)- Ax
mikali funktio on “kiltti” ja Ax=0.

Esimerkki. Arvioi /16.1 ja +/24.8 kayttaen apuna funktiota y(x) =Jx ja sen
differentiaalia dy = y’(x)-Ax:L-Ax_

2 x

J16.1=y(16.1) = y(16) + y(16)-0.1=/16 + 2J1ﬁ :0.1=4+0.0125=4.0125

_ 3 . 1 (02)—5_002—
J24.8=y(24.8) = ¥(25)+/(25)-(-0.2) J25 +5 e (-02)=5-0.02=498

Vertaa +/16.1=4.01248... ja /24.8 =4.979959...

__________________________________________________________________________________________________________________________

Esimerkki. Lasketaan seuraavien funktioiden differentiaalit

a) y(x)=x
. dy=y(x)-Ax=3x%-Ax eli toisin merkittynd d(x®)=3x%-Ax

3

' b) A(r) =1

. dA=A(r)-Ar=2zr-Ar elitoisin merkittynd d(zr?)=2xr-Ar
. Vertaa: Ympyran alan muutos = ympyrarenkaan ala

o) V(r)=4zr

dV =V'(r)-Ar =4zr? - Ar eli toisin merkittynd d(%frr?’) =47xr®-Ar

Vertaa: Pallon tilavuuden muutos = pallonkuoren tilavuus

. Esimerkki. Lasketaan seuraavat differentiaalit kaavalla dy(x) = y'(x)-Ax
a) d(sinx)=cos x-Ax
' b) d(x°) =5x"-Ax

 ¢) Vapaan muuttujan x differentiaali dx=d(x)=1-Ax=Ax
| = vapaan muuttujan todellinen muutos Ax
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Huomautus. Koska vapaalle muuttujalle on voimassa tarkka yhtasuuruus
Ax = dx, niin edellisissa differentioimiskaavoissa vapaan muuttujan x todelli-
nen muutos AX voidaan korvata yhta suurella differentiaalilla dx.

_________________________________________________________________________________________________________________________

Huomautus. Riippuvalle muuttujalle y ei yleensa ole voimassa tarkka yhtasuu-
ruus Ay =dy, vaan ainoastaan likimaaraisyys Ay =dy .

Tekniikassa differentiaalia kaytetaan yleisesti virheen arvioimiseksi seuraavan
esimerkin tapaan.

Esimerkki. Laske kuution tilavuus V=s® virherajoineen, kun sarmén pituus
1 §=12.3+£0.3.

Mittaustulokseen 12.3 liittyvaksi laskennalliseksi tilavuudeksi saadaan

' V=123 =1860.87.

. Virheelliseen mittaustulokseen perustuvaan laskennalliseen arvoon sisaltyy
' tietenkin virhe, jota voidaan pitda muutoksena, joka johtuu todellisen sarman
' muuttumisesta virheelliseksi. Taten tilavuuden virhetta (kuten mit4 tahansa
“kiltin” funktion vahaista muutosta) voidaan arvioida differentiaalin avulla, ts.

Tilavuuden virhe AV = tilavuuden differentiaali dV
! = V’(starkka) -As = V,(Smitattu) -As=3s%-As
Koska emme yleensa tunne virheen tarkkaa arvoa (joka esimerkissamme voi
 olla mitd tahansa valilta —0.3 < As <0.3), niin maaritamme seuraavassa tila-
. vuuden virheen itseisarvon ylarajan kayttaen apuna sarman virheen itseisar-
. von ylarajaa |As|<0.3 :
| |AV |=| V'(s) - As|=3s% | As|<3-12.3%-0.3=136.16
 Siis V =1860.87 +1|36.16 = 1900 + 200

Sopimus. Télla kurssilla tulos virherajoineen esitetdan seuraavan sopi-
muksen mukaisesti:

1. Virheraja esitetaan yhden merkitsevan numeron tarkkuudella pyoris-
téden aina yléspain.
2. Suureen laskennallinen arvo katkaistaan desimaalipilkkuun nahden

samalta kohtaa kuin virherajakin, mutta pyoristetdaan aina normaali-
saantdjen mukaan lahimpaan numeroon.

Timo Ojala, Leena Ojala ja Timo Ranta:
78 J Differentiaali- ja integraalilaskenta 78 l
Ojalain laskuopit




Esimerkki. Pyodristetdan seuraavat lasketut tulokset virherajoineen sopimuk-
' semme mukaisella tavalla:

A=12.3440.2]3=12.3+0.3
B=45.67+6|54=46+7
C=45.67+6|78=46+8

D =12345+123 =12300+ 200

Huomaa, ettd suureen C virherajaksi ei riitéd £7, silla laskennallisen keskikoh-
dan 45.67 katkaisuvirhe 0.33 kasvattaa alkuperaisen virherajan 6.78 yli 7:n,
: joten ylospain pyoristetyksi virherajaksi tulee 8:

__________________________________________________________________________________________________________________________

Huomautus. Joskus kaytetaan ns. 15-saantoa, jolloin sellaiset virherajat, joi-
den ensimmaiset merkitsevat numerot ovat 10, 11, 12, 13 tai 14, pyoristetdan
yléspain kahden numeron tarkkuuteen, jolloin esimerkiksi

D =12345+12|3 =12350+130

——————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————

Esimerkki. Kuinka kauan kestad 1230 kilometrin matkan kulkeminen autolla,
. kun nopeus v =(95£5) km/h.

i iseksi ajaksi _s_1230km _
ELaskennalllsek3| ajaksi saadaan t ~ =95 km/h 12.947 h.

' Koska t = t(v):gzs-v“, niin
At=dt=t(v)-Av=s-(-1)-v2 . Av

~S_. 1230 km_| _
At > \Av\s(% T 5 km/h=0.681 h

.. t=(12.9/47+0.6/81) h=(12.9+0.8) h

__________________________________________________________________________________________________________________________

Esimerkki. Laske S = S(x)=sin(3x) virherajoineen, kun x=(56+1)°.

Suureen S laskennallinen arvo on S=sin(3-56°) =sin(168°) =0.20791.
. Suureen S virhetta voidaan arvioida differentiaalin avulla
. AS=dS=S(x) Ax =cos(3x)- 3 - Ax

%{_/

: ufd sfd
. |AS|=]|cos(3x) 3 Ax|<|cos(3-56°)|-3-1°=0.97815-3- Tgg 005122
Huomaa o
itseisarvomerkit! asngrTaar?/o!
~. §=0.20(791£0.05[122 =0.21£0.06
Timo Ojala, Leena Ojala ja Timo Ranta:
79 J Differentiaali- ja integraalilaskenta 79 l
Ojalain laskuopit



Harjoitustehtavia

13.1

13.2

13.3

13.4

13.5

13.6

13.7

13.8

13.9

Maarita funktion v) y=3x*+4x a) y=x>-4x
todellinen muutos Ay ja differentiaali dy, kun x muuttuu
i) arvosta 2 arvoon 2.3 i) arvosta 3 arvoon 2.9 ii) arvosta —2 arvoon 1.

Arvioi ilman laskinta v) 8.2 ja a) J31.7 kayttden apuna vas-
taavasti funktioita y(x):ﬁ/} ja y(x):§/; differentiaaleineen. Huomaa,
etta 38 =2 ja /32 =2. Tarkista tuloksesi laskimella.

Arvioi differentiaalia kayttden pallon tilavuuden muutosta, kun pallon sa-
de muuttuu arvosta 4 metria arvoon v) 4.2 metria a) 3.9 metria.
Laske myds tilavuuden todellinen muutos.

Esitd seuraavat laskennalliset tulokset virherajoineen sopimuksemme
mukaisessa muodossa:

A=(1234+21)m? v=(45671+678)m/s

1=(0.302£0.012)A U=(234+17)V

Laske pallon pinta-ala virherajoineen differentiaalia kayttaen, kun

v) r=(5.43+0.02)m a) r=(43x2)mm

Laske 10000 metrin kulkemiseen kuluva aika virherajoineen differentiaa-
lia kdyttden, kun nopeus on

v) v=(17+£2) m/s a) v=(234t5) m/s

Laske Vv) y=sinx a) v =cos(2x)

virherajoineen differentiaalia kayttéden, kun x=(123+2)°

Laske terava kulma & virherajoineen differentiaalia kayttaen, kun
v) sinae=0.765%0.002 a) cosa=0.543+0.001

Tassé tehtavassa et saa kayttada laskimen solve-komentoa. Etsi yhtalon
X° +2x° =110000

likimaarainen ratkaisu, kun tiedetaan, etti 10°+2-10° =102000.
Opastus: Kayta likiarvokaavasta y(x+Ax) = y(x)+ y/(x)- Ax ratkaistua

lauseketta Ax:lle.
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14. KOKONAISDIFFERENTIAALI

Argumenttien vahaisistd muutoksista johtuvaa usean muuttujan funktion todel-
lista muutosta voidaan arvioida kayttden apuna kokonaisdifferentiaalia, joka
huomioi kunkin muuttujan vaikutuksen differentiaalin kaltaisella termilla.

Tarkastelemme ensin kahden muuttujan funktion z= z(x, y) todellista muutos-
ta siirryttdessa pisteesta (x, y) pisteeseen (x+Ax,y+Ay). Suoritamme siirty-
man kahdessa vaiheessa: ensin x-akselin suuntainen siirtyma pisteesta (x, y)
vélipisteeseen (x+ Ax, y) ja sitten y-akselin suuntainen siirtyma valipisteesta
lopulliseen pisteeseen (x+Ax, y+Ay). Todelliselle muutokselle saadaan arvio
Az=2z(x+AX,y+Ay)—2z(x,y)
=(2(x+Ax,y)—z(x,y))+(2(x + Ax, y + Ay) — z(x + Ax, y))
= Z (X Y) AX+Z (X +AX,y)- Ay

maaritelldan

= Z(X%y)-Ax+Z(x,y)-Ay = zn kokonaisdifferentiaali dz

Vastaavasti kolmen muuttujan funktion u = u(x, y,z) todellinen muutos Au va-
héisessa siirtymassa pisteesta (x,y,2) uuteen pisteeseen (x+Ax, y+Ay, z+Az)
on

Todellinen muutos Au = u:n kokonaisdifferentiaali du

=U,-AX+U,-Ay+U,-Az

. Esimerkki. Lasketaan lampétilan T(x,y, z) = xy?z® todellinen muutos ja
. kokonaisdifferentiaali siirryttéessé pisteestéa (x y,z)=(4,5,6) pisteeseen

' (4.1,5.2,5.9).

' Todellinen muutos AT =T(4.1,5.2,5.9)—T(4,5,6) =22769.1-21600=1169.1 .

' Kokonaisdifferentiaali on
| dT =T, - Ax+T,-Ay+T-Az = y°Z’ - Ax+2xyZ’ - Ay +3xy*Z* - Az

=5°.6°-0.1+2-4.5.6°.0.2+3-4.5? .62 (-0.1)=1188 .

Tassa esimerkissd AT = dT, kuten saattoi odottaakin.

__________________________________________________________________________________________________________________________
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Esimerkki. Laske kuution muotoisen kappaleen tiheys virherajoineen, kun
kappaleen massa m=(3450+20) kg ja kuution sarma s=(0.876+0.002) m.

Tiheydeksi saadaan p=5132.2 kg/m®, kun mittaustulokset sijoitetaan kaavaan

Tiheyden virhetta voidaan arvioida kayttaen apuna kokonaisdifferentiaalia
Ap=dp=p, -Am+p.-As=s2-Am-3ms™ - As
. Ottamalla molemmat virheldhteet samaan suuntaan vaikuttavina ja itseisarvol- |
taan maksimaalisina saadaan tiheyden virheen itseisarvolle ylaraja
|Ap| = ‘3‘3 -Am-3ms™ -As‘ < ‘3‘3 : Am‘ + ‘Sms“‘ : As‘

| <0.8767°-20+3-3450-0.876™-0.002=64.9 .
. Lopulta
’ p =(5132.2164.9) kg/m® =(5130+70) kg/m°.

Tarvittavat laskut voi suorittaa Tl-laskimella vaikkapa seuraavasti
Define p =2
S
p| m=3450 and s =0.876 [.] 5132.2

Tiheyden virheen itseisarvon ylarajaksi saadaan 64.9 laskinlausekkeesta

ASs | m=3450 and s=0.876 and Am=20 and As=0.002

(o) am+Z(p)
with—op(;r\é_z;ttori

. Edellisté laskinsyétetta koskevia huomautuksia.

1. With-operaattoria edeltavaan lausekkeeseen voi muuttujanimien Am ja As
 paikalle laskimeen tietenkin kirjoittaa niiden arvot 20 ja 0.002, jolloin sybtteesté !
. tulee huomattavasti lyhyempi, mutta samalla ep&havainnollisempi. '

2. Muuttujien m ja s todellisten virheiden merkinnat Am ja As kannattaa
korvata Tl-laskimessa helpommin kirjoitettavilla merkinnéilla dm ja ds.

3. Jos kuitenkin haluaisit kayttaa Tl-laskimessa merkintéja Am ja As, niin |
. A -symboli olisi haettava laskimen symbolivalikosta kreikkalaisten kirjaimien A, |
B, T, A E, Z, ... joukosta. Vaikka ennen kirjaimen valintaa painaisit viela '
-néppéinté saadaksesi symbolin ngkyviin isona deltana A, niin se

' muuttujanimen kirjaimena kuitenkin jatkossa tulostuisi pikku-deltana . ,
Tl-laskimen symbolivalikossa on kylla muitakin kolmion nakdisia merkkeja, joil-
. la on kuitenkin omat matemaattiset merkityksensa eika niita siksi voi kayttaa |
. muuttujanimen kirjaimena.
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Esimerkki. Laske kolmion ala A=0.5bcsin(«) virherajoineen, kun
b=2.0+0.1, ¢c=3.0£0.2 ja a=(98%3)°

Tl-laskinta tehokkaasti hydodyntaen radiaanimoodissa saadaan komennoilla
Define A=0.5b-c-sin(«)
A \ b=2and c=3 and o =98° 2.9708

Seuraava virherajan pitka lauseke on kirjoitettava yhdelle riville

i _ _
‘db ‘Ab+‘d ‘Ac+‘d Aa‘ b=2 and ¢c=3 and

a=98°and Ab=0.1and Ac=0.2 and Aa=3° [] 0.3685

Yhteenvetona edellisista tuloksista kolmion alalle saadaan lopulta arvio
' A=29708+0.3685=3.0+£0.4 .

Virherajan laskemisessa tarvittavaa pitkaa syotetta voi tietenkin havainnolli-
' suuden kustannuksella lyhent&a kirjoittamalla muuttujien virherajat suoraan
lausekkeeseen kuten jo edellisessa esimerkissa todettiin. |
. Huomaa myés edellisen sivun ohje koskien A-symbolin kayttoa laskimessa Tl- |
 nspire CX CAS. |

. Vanhalla numeerisella funktiolaskimella laskemista varten virheraja maari- |
: tettaisiin seuraavasti: '

AM=dA=A -db+ A -dc+ A -da
, =0.5¢csina-db+0.5bsina - dc+0.5bccosa - da
josta edelleen
ENVVIE 0.5¢sina - ab|+|0.5bsina - dc| +[0.5bccos a - daf
<0.5-3-sin98°-0.1+0.5-2-sin98°-0.2+0.5-2-3-|cos 989 - 3 18

=0.3685

Huomaa, etta tylpén kulman kosini cos98° on negatiivinen ja sen itseisarvo on
. laskettava vastalukuna —cos98°, silla vanha funktiolaskin ei ehké tunne itseis- |
arvofunktiota. Kulman virheraja on my6s itse muutettava radiaaneiksi muotoon
. 3-7/180, koska vanhassa funktiolaskimessa ei ole mahdollisuutta kayttaa as- |

teen tunnusta ° ja kulmamoodin valinta vaikuttaa vain siihen, etta trigonomet-
: risten funktioiden sisalla olevat argumentit tulkitaan annetuiksi asteina.

0

Kolmion alalle saadaan vanhaakin laskinta kayttaen lopulta sama arvio
| A=2.9708+0.3685=3.0+0.4 .
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Harjoitustehtavia

14.1 Laske lampétilan T =T(x, y,z) = 2x°y +3y*Z todellinen muutos ja koko-
naisdifferentiaali siirryttaessa
V) pisteesta (x,y,2)=(3,21) pisteeseen (2.9, 2.2, 1.1)
a) pisteesta (x,y,2)=(3,4,5) pisteeseen (3.1, 3.8, 5.2).

14.2 Méaarita kolmion alan A=0.5absiny todellinen muutos ja kokonaisdiffe-
rentiaali, kun
V) sivu a kasvaa arvosta 4 arvoon 4.1, sivu b kasvaa arvosta 5 arvoon
5.2 ja kulma y vahenee arvosta 97° arvoon 96°
a) sivu avahenee arvosta 6 arvoon 5.8, sivu b vahenee arvosta 3 ar-
voon 2.9 ja kulma ¥ kasvaa arvosta 97° arvoon 98°.

14.3 M@&aritd virta I = % virherajoineen kokonaisdifferentiaalia kayttaen, kun
v) U=(23015)Vja R=(150£10)Q
a) U=(1.210.1)Vja R=(2.1+£0.2)Q

14.4 Maaritd teho P=% virherajoineen kokonaisdifferentiaalia kayttden, kun
v) U=(230+5)Vja R=(150+10)Q
a) U=(1.210.1)Vja R=(2.1+£0.2)Q

14.5 Laske suoran ympyralierion tiheys virherajoineen, kun lieridn pohjan sa-
de, korkeus ja massa ovat
v) r=(2.1£0.19)m, h=(3.4+0.2)m, m=(93000 +1000)kg
a) r=(3.2+0.2m, h=(2.4+0.1)m, m=(270000+10000)kg.

14.6 M&éaritd kolmion ala virherajoineen kokonaisdifferentiaalia kayttaen, kun
v) a=12.310.1, b=23.410.2 ja y=(123£1)°
a) a=321+2, b=432t3 ja y=(13512)°.
b) b=2310.1, c=3.4%+0.2 ja a=(1231£4)°.

14.7 Maarita kolmion ala Heronin kaavalla A= \/p(p— a)(p—-b)(p—rc)
(p puolipiiri) virherajoineen laskinta hyddyntaen, kun
v) a=3.0£0.1,b=4.0£0.2jac=5.0+0.3
a) a=50+t2 b=60+3jac=70%4.

14.8 Maarita suorakulmaisen kolmion terava kulma & virherajoineen, kun
v) kolmion kateetti a=3.00+0.01 ja hypotenuusa ¢=5.00+£0.02
a) kolmion kateetti a=321%3 ja hypotenuusa c=654+4
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15. DERIVOINTIMENETELMIA

15.1 Parametrimuotoisen funktion derivointi

x=1

' Esimerkki. Yhtalét { >
: y=t+1

maarittelevat y:n muuttujan x funktioksi. N&in

maaraytyvan funktion derivaatta % arvoa ! =2 vastaavassa kohdassa x =8

 voidaan nyt maarittaa kahdellakin eri tavalla.

Tapa 1. Eliminoidaan parametri t = x", jolloin saadaan

y=x"+1
y(x)=2x"
gy=2.g" =1

. Huomaa, etta parametrin eliminointi ei kuitenkaan aina onnistu!

Tapa 2. Derivoidaan molemmat yhtalét x:n suhteen ottaen huomioon, etté t ja
. y riippuvat muuttujasta x:
1=3p.dt o, dt__1

adx dx 3¢
Y _op. dt
dx 2t dx
Sijoittamalla % alempaan yhtaloon saadaan
Y _op 1 _2 T 2 4
ax 3t2 3t - 3.2 3

Huomautus. Parametriesityksen {;z ;Eg maarittelemalle funktiolle y = y(x)

voidaan yo tavalla 2 johtaa helposti muistettava ja luonnollisen tuntuinen kaava

ay
ay __at
dx dx
at

——————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————

Esimerkki. Edellinen esimerkki voidaan nyt laskea seuraavastikin:

dy
dy E 2t 2 Sijoita t=2 1
d« odx 3 3t 3
dat
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15.2 Ratkaisemattoman funktion derivointi

Yhtélén F(x,y)=0 maarittelema funktio y = y(x) voidaan toisinaan derivoida
ehka useillakin eri tavoilla:

Tapa 1. Joskus voidaan siirtya ratkaistuun muotoon, joka derivoidaan normaa-
leilla derivointisaannailla.

Tapa 2. Derivoidaan yhtalén F(x,y)=0 molemmat puolet muuttujan x suhteen
ottaen huomioon, etta y riippuu muuttujasta x. Saadusta yhtalésta ratkaistaan
lopuksi derivaattafunktio y' muuttujien x ja y lausekkeena.

JoF
Tapa 3. Kaytetdan kaavaa % = - g—l)_i joka voidaan todistaa tavalla 2.
y

Tapa 4. Derivoinnin voi suorittaa kehittyneillda apuvalineilla.

| Esimerkki. Seuraavassa lasketaan yhtalén x° + y° =9 maaritteleman funktion |
. y = y(x) derivaatan arvo kohdassa x=2 kaikilla edella mainituilla tavoilla. '

 Tapa 1. Lahtdyhtalsta voidaan ratkaista y = y(x), joka sitten derivoidaan:
| y(x)=¥9-x° = (9-x°)"
y'(x) = %(9 — x*)??(-3x%) , josta sijoittamalla y’(2) = -4
Tapa 2. Derivoidaan I&htéyhtalé muuttujan x suhteen muistaen, ettd y=y(x):
: X +(y(x)’ =9
| 3x%+3(y(x)) -y (x)=0 |
' Saadusta yhtaldsta ratkaistaan y/(X) ja siihen sijoitetaan x:lle arvo 2 seké y:lle

. se arvo, joka y:lla on alkuperéisen yhtéalén mukaan x:n ollessa 2 :

y’(x):_3—X22 Kunx=2nin2°+y°’=9 < y=1

ay __ ox __3x°
dx  dF  3y*

éTapa 3. Koska X°+y° =9 & F(x,y)=x>+y°-9=0, niin

Tasta saadaan laskettua y’(2) aivan kuten tavassa 2.
Tapa 4. Tl-laskimella saadaan rakenteen
. impDif(yht&l, vapaa muuttuja, rippuva muuttuja, [derivaatan kertaluku])

mukaisella komennolla impDif(x®+y° =9, x,y) derivaatalle sama derivaatan
' yleinen lauseke —x?/y? kuin on edellakin saatu tavoilla 2 ja 3.
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15.3 Logaritminen derivointi

Tulomuotoisen lausekkeen kasin tapahtuvaa derivointia ja differentiointia voi
usein helpottaa ottamalla lausekkeesta ensin luonnollisen logaritmin seuraa-
van esimerkin tapaan. Laskinta hyddynnettaessa logaritmista derivointia tai dif-
ferentiointia ei kannata edes yrittda kayttaa.

——————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————

| 2 3 2 3
Esimerkki. Derivoi y(x) = (X ILX*H2) _ (x* 1 (x+2)

Jx+4 (x+4)"

Ottamalla kummaltakin puolelta luonnollinen logaritmi saadaan
In(y(x)) = 2In(x+1)+3|n(x+2)—%|n(x+ 4).

Derivoidaan yhtalon molemmat puolet muuttujan x suhteen ottaen huomioon,
. etta y riippuu x:sté, jolloin saadaan

1 .y’(X)— . 1 +3. 1 1#

X+1 X+2 2 x+4

(2 8 1 #2231 )
R e e e e b e e T

5 X2y° x=222%10.2
. Esimerkki. Laske u=-=—=— virherajoineen, kun {1y =33.3+0.3 .
| z z=444+10.4

Mittaustuloksista saadaan u = % =4.6828.

Alkuperaisesta yhtalésta saadaan logaritmin otolla
| Inu=2Inx+3Iny—4inz .

Muodostetaan molempien puolten (kokonais)differentiaalit, jotka merkitdan yh-
: ta suuriksi '
Lau= 21Ax+31Ay—4lAz.

u X y z

Ottamalla itseisarvo ja kayttden kolmioepayhtéalda tasta saadaan edelleen

B
u

2M+3ﬂ—4AZ|s‘2AX|+
X y z|7 17 x|

3Ay|+‘4AZ|
yI "zl

02 ., 03 ., 04 _ .
<2 b5 +3 3k + 450 =0.08108 \ u

|Au|<u-0.08108 = 4.6828-0.08108 = 0.3797

' Lopulta
| u=4.6828+0.3797=4.7+0.4
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Harjoitustehtavia

15.1 Yhtdlds v) 3xX°+1-¢"=0 a) 3x*+1-Iny=0 maarittelee y:n
muuttujan x funktioksi y = y(x). Maaritd y’(x) mahdollisimman monella
eri tavalla seka kasin laskien etta laskinta tehokkaasti hyddyntaen.

15.2 Maarita kayran  v) (x=2)y®+xy=3x a) (x—-2)y*+xy°’ =54
kohdassa x =2 olevaan pisteeseen piirretyn tangentin yhtald seka kasin
laskien ettd laskinta tehokkaasti hyédyntaen.

o n L x=¢ x=1+5t
15.3 Maarita kayran v a
Y ){y=t2+2t+1 ){y=t2+2t+1
arvoa t =0 vastaavaan pisteeseen piirretyn tangentin yhtalé seka kasin
laskien ettd laskinta tehokkaasti hyddyntaen.
15.4 Maarita seka kasin laskien ettd laskimella y’(1), kun
(2x+1)°(4x+1)° x*(2x —1)*
) y(x) 6x+1) ) y(x) Bx 2
15.5 Maarita logaritmista differentiointia kayttaen
/7
v) T=2r- X -¢ virherajoineen, kun x=99+1, y=7.7%+0.1 ja
Yz

z=55+2

a) heilurin heilahdusaika T = 27[\/% virherajoineen, kun
[=(1.234+0.001)m ja g=(9.8070+0.0005)m/s?
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16. MAARAAMATON INTEGRAALI

Maaritelma. Funktio F(x) on funktion f(x) integraalifunktio, jos
F'(x) = f(x).

——————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————

F'(x) = x* = f(x).

Funktiolla f(x) on muitakin integraalifunktioita kuten X?S+4 ja %3—5.2 :

! . 3 . . .
1 On selvaa, etta kaikki muotoa X?+ C olevat funktiot ovat f(x):n integraali-

funktioita, kun C on mielivaltainen vakio.
Seuraavan lauseen mukaan funktiolla f(x) ei ole muita integraalifunktioita.

Lause. Jos F(x) on jokin funktion f(x) integraalifunktio, niin tarkalleen kaikki
funktion f(x) integraalifunktiot ovat F(x)+ C, kun C kay lapi kaikki reaaliluvut.

Maaritelma. Funktion f(x) maaraamaton integraali If(x)dx tarkoittaa funk-
tion f(x) kaikkien integraalifunktioiden joukkoa, toisin sanoen jos F(x) on jo-
kin funktion f(x) integraalifunktio, niin

[f(x) dx=F(x)+C,

missa Ce R.

Merkinta _[f(x) dx luetaan "(maaraamatoén) integraali af ax dee ax”.

Esimerkki. Integroidaan sin x (eli etsitddn sen maaraamaton integraali):
Isinxdx:—cosx+0,

silla D(—cos x) = —(—sin x) = integroitavana oleva funktio sin x.

| 3 3
' Vastaavasti voidaan todeta, ettd fxzdx = % +C, silla D(%} = Xx°

Seuraavaksi kdymme l1api perusfunktioiden integroimissdannot, jotka kannat-
taa opetella ulkoa, vaikkakin ne on aina helppo tarkistaa derivoimalla.
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n _ Xn+1
Lause. jxdx—n+1+C,kun n+-1

I% dx:fd—;:ln\xhc
jexdx:eX+C

jsinxdx=—cosx+C

Icosxdx=sinx+C

Todistus. Edella esitetyt perusfunktioiden integroimissaannét voi todistaa de-
rivoimalla maaraamattémalle integraalille annetun lausekkeen ja toteamalla,
ettd sen derivaatta on integroitavana ollut funktio.

J—_ . [ 2 _ﬁ _2
 Esimerkki. Ix/;dx_jx dX—3/2+C—3X\/;+C

x+C (keksimalla)

Esimerkki. j1 dx = J»Xo dx=£+C=X+C
, 1

Huomaa, ettd integraali I1 dx lyhennetaan usein muotoon Idx, mutta ei kui-
' tenkaan laskimissa, silld niissé integroitava funktio on merkittava nakyviin.

Lause. Summan integraali on integraalien summa ts.
I(f(x) +9g(x))dx = If(x)dx+ Ig(x)dx.
Monikerran integraali on integraalin monikerta ts.
jk-f(x) dx:k-jf(x)dx.

Todistus. Oikean puolen derivaatta = vasemman puolen integroitava funktio.

. Esimerkki. I(ze +4x+3)dx = ijzdx+ J4x‘dx+ j3 1dx

=6Ix2dx+4jx1dx+3j1dx=6-%3+4~X72+3-x+C

=2x°+2x*+3x+C

. Rutiinin kasvaessa osan esimerkin valivaiheista voi jattaa pois.
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Huomautus. Derivointisdanndista poiketen tulon, osamaaréan ja yhdistetyn
funktion integroimiseksi ei ole yleisia saantoja.

Monet tulot, osamaarat ja yhdistetyt funktiot voidaan kylla integroida tapaus-
kohtaisilla menettelytavoilla, mutta on hyvinkin yksinkertaisia lausekkeita, joi-
den integraaleja ei voi lausua alkeisfunktioiden avulla.

——————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————

. Esimerkki. Tulo (x—1)(x+1) voidaan derivoida joko ensin aukikertomalla ja lo-
. puksi derivoimalla tai tulon derivointisaant6a kayttéaen. |

Koska ei ole yleista "tulon integroimissaantéa”, niin tulo(x—1)(x+1) voidaan
. integroida vain suorittamalla ensin kertolasku:

j(x—1)(x+1)dx=j(x2—1)dx=)§—x+c.

. Esimerkki. Koska ei ole osamaaran integroimissdantoa, niin seuraava integ-
. raali on laskettava suorittamalla ensin jakolasku:

j%dx=j(x+1+%)dx=%2+x+ln\x\+c.

__________________________________________________________________________________________________________________________

. Esimerkki. Funktio ") voidaan derivoida ketjusaannélla: D(e*")=e*"-2x.

Voidaan osoittaa, ettd ei ole olemassa sellaista alkeisfunktiota, jonka derivaat-
' ta olisi ). Koska kaikki talla kurssilla esiintyvat funktiot ovat alkeisfunktioita,

. niin emme me eikd mydskaén Tl-laskin voi laskea integraalia je<x2) dx.

. Esimerkin alussa olleen derivoinnin perusteella hankalamman nékéinen integ-
- raali Ie<x2)-2xdx on esitettavissa alkeisfunktioiden avulla muodossa &*)+C.

__________________________________________________________________________________________________________________________

Huomautus. Seuraavan lauseen avulla voidaan integroida sellaiset yhdistetyt
funktiot, joissa sisafunktiona on integroimismuuttuja vakiolla kerrottuna. Lause
voidaan todeta oikeaksi derivoimalla oikean puolen lausekkeet.

Lause. Jos [ f(x)dx=F(x)+C, niin

j f(ax)dx=-1.F(ax)+C.

1,
a
Erityisesti
jeaxdx:l-eax +C
a

jsin(ax)dx = —é -cos(ax)+C

Icos(ax)dx = % -sin(ax)+C
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Huomautus. Jos integroivassa funktiossa on muuttujan x paikalla sisafunktio
ax, niin integraalissakin on x:n paikalla ax ja liséksi integraalifunktio tarvitsee

1

"korjauskertoimen” 2 joka kumoaa sisafunktion derivaataksi tulevan a:n .

EsimerkKi. jeg’xdx = % e*+C
[sin(5x) ax = —% .cos(5x)+C
jcos(kx)d ;( sin(kx)+C

Huomautus. Edellisen esimerkin mukaiset ilman apuvalineitd suoritetut integ-
roinnit kannattaa aina tarkistaa derivoimalla vastaus.

Huomautus. Edellinen lause yleistyy myds niihin tilanteisiin, missa sisafunk-
tiona on ax:n asemasta muotoa ax+ b oleva lauseke:

Lause. Jos j f(x)dx = F(x)+C, niin
jf(ax+b)dx=%.F(ax+b)+c .

Erityisesti
(ax + b)™"

j(ax+b) dx o

+C , kun n# -1

ax+b

;
~a

I# J' %-In\ax+b\+C

J'eax+bdx 1

eax+b + C

J'sin(ax+ b)dx = —% .cos(ax+b)+C

jcos ax + b)dx— 2 -sin(ax+b)+C

——————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————

: 4
Esimerkki. [(7x+2Pdx=3.XF8) ¢

7 4
%’_(3 %~In\4x—3\+0

jsin(5x— 7)dx = —% -cos(5x-7)+C

__________________________________________________________________________________________________________________________
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Esimerkki. [cos(kx-+b)dx :%-sin(kx+ b)+C

J'(2e‘°”+4 +5c0s(6t+7))dt = 2J' et + 5[ cos(6t+7)dt

_2 3t+4 5
—Se +6sm(6t+7)+C

__________________________________________________________________________________________________________________________

Huomautus. Jos integroitavana on yhdistetty funktio 7(s(x)) kerrottuna sisa-
funktion s(x) derivaatalla s'(x), niin voi kayttda seuraavaa lausetta. Lauseen
ja vastaavat esimerkit voi todeta oikeiksi derivoimalla saadun vastauksen.

Lause. Jos [ f(x)dx = F(x)+C, nin
j f(s(x))- s'(x)dx = F(s(x))+C.
Erityisesti

[(s0x))"-sx)dx = %+ C . kun n#—1

j‘z((:))dx In|s(x)|+C

jes‘x) s(x)dx=e""+C

j sin(s(x))- s’(x) dx = —cos(s(x)) + C

——————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————

sf sfd
2 1 _
jcos ) X dx—sjcos(sf) 3)2 ax = 3sm( Y+ C
sf
(3x%) _ 1 [ 430 y = 1 g
Ie xdx—gj.e Qﬁd _6 T+C

Huomautus. Integraalin If(x) dx (ilman integroimisvakiota) voi laskea kaytta-
en esimerkiksi Tl-laskimen sopivaa lausekemallia.
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Harjoitustehtavia

16.1 Laske seka kasin etta laskimella seuraavat integraalit. Tarkista tuloksesi
derivoimalla kasin!

a) [xdx b) [xdx ¢) [Lox

X
d) [tat e) [dt n [d
g) [e”dy h) [cos(X)ax i) [sin(2x)ax
) [@P+3t+a)at k) [(2t+3)dt 1) j%dx
m) j5f +3 g n) [VBx+2ax 0) j(3x—%)2dx
p) [(Bx+2t)ax q) [eCat r) [sin(@x+t)ax

s) .'(X+1)(x+2)dx t) ng-sin(xs)dx u) j5xex2+‘dx

v) [sinx-e**dx  x) [cosx-(sinx+1)"dx

t
z
y) Iz‘3+2 ) I(t2+1)1°
16.2 Kaavoja Darcsinx=——L— ja Darctanx=——

NI 1+ x

kayttaen todista, ettd (positiivisilla a:n arvoilla)

jédx arcsm( )+C

2 2

j g l Zax= %arctan(g) +C
16.3 Tutki derivoimalla, mik& seuraavista vaihtoehdoista on oikea:
1-cost+t-(—sint)+C
jt-costdt: %-sinuc
cost+t-sint+C
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17. MAARATTY INTEGRAALI

Maarattya integraalia (ja muita "summaintegraaleja” kuten viiva-, pinta- ja tila-
vuusintegraaleja) voidaan kayttaa sellaisten suureiden arvon laskemiseen, joi-
den arvo on osiensa summa.

Monet fysiikan ja tekniikan suureet ovat téllaisia: pinta-ala, tilavuus, massa,
kuljettu matka, tehty tyd, matkan kulkemiseen kuluva aika, hitausmomentti,
siirtyneen varauksen maara, ...

Toisenlaisia suureita ovat esimerkiksi ilo (jaettu ilo on kaksinkertainen ilo) ja
kristallimaljakon arvo (ehjan maljakon arvo on suurempi kuin sirpaleiden arvo-
jen summa).

Maarattya integraalia kaytetaan apuna silloin, kun summattava suure on jakau-
tunut tietyn janan varrelle.

Viiva-, pinta- ja tilavuusintegraalia kaytetaan puolestaan silloin kun summatta-
va suure on jakautunut jollekin kaarevalle reitille tai jollekin pinnalle tai jonkin
kolmiulotteisen kappaleen sisaan.

Maaratyn integraalin havainnollinen maaritelma: Olkoon a< b.
b

Maaratty integraali j f(x) dx on aarettdtman monen, aarettdman pienen, tulo-

muotoisen termin f(x)-dx summa valiltd a< x < b, kun differentiaalit dx peit-
tavat kyseisen valin tarkalleen kertaalleen.

———————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————

Jos em integraalissa on (poikkeuksellisesti) a > b, niin differentiaalit dx ovat
' negatiivisia, koska silloin x muuttuu suuremmasta pienempaan pain.

Maaratyn integraalin laskusaanto: Kaikilla rajojen a ja b arvoilla
b b
j f(x)dx= | F(x)=F(b)-F(a)

x=a x=a

missa F(x) on funktion f(x) jokin integraalifunktio.

Huomautus. Edellinen laskusaantd luetaan d&neen vaikkapa seuraavasti:
"(Maaratty) integraali ax kay aasta beehen af ax dee ax
on yhta suuri kuin  sijoitus éx k&y aasta beehen iso af ax
on yhta suuri kuin iso af ylarajalla bee miinus iso af alarajalla aa.”
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Huomautus. Maaratty integraali ja sijoitus merkitaan kirjallisuudessa ja laski-
b b
missa lyhyemmin If(x) dx =| F(x) , silla jo integraalin differentiaalista dx kay

ilmi se muuttuja x, jonka suhteen integrointi ja sijoitus suoritetaan.

Tassa opuksessa kaytetaan kuitenkin poikkeuksellisesti pidempaa merkintaa,
joka muistuttaa selvemmin summamerkintaa.

E 4 4 , ,
. Esimerkki. szdx: | ﬁ:i_%zse
: Xx=2 X=2

: 4 i
. Saman saa taydentamalla Tl-laskimen sopivan lausekemallin muotoon J.zxzdx. ;

__________________________________________________________________________________________________________________________

Huomautus. Maaratyn integraalin lopullisen arvoon ei saa "varmuuden vuok-
si” lisata mitdan integroimisvakiota. Jos kaytat integroimisvakiota integraali-
funktiossa ennen kuin lasket integraalifunktion erotuksen yla- ja alarajoilla, niin
kayttdmasi vakio kuitenkin haviaa ja siksi sita ei yleensa edes merkita valivai-
heissa nakyviin maarattya integraalia laskettaessa:

[ o ] (500)-(50)-(32)-%

Lause. jz (f(x)+g(x))dx = f f(x)dx + _tf g(x)adx

xX=a xX=a

JIZ k-f(x)dx=k- ff f(x)dx

f(x)dx = T f(x)dx + jz f(x)dx

xX=a

x x

Il '—.@ ;IJ‘).—.O
0
o

[\

Huomautus. Lauseen kolmannessa kohdassa esitetyn integroimisrajojen
vaihdon yhteydessa jompikumpi integraaleista lasketaan pienemmasta suu-
rempaan pain ja toinen suuremmasta pienempaan pain, jolloin x:n differentiaa-
lit dx ovat erimerkkisia ja aiheuttavat kaavassa esiintyvan merkkimuutoksen.

Lauseen viimeisessa kohdassa apupiste ¢ valitaan usein sellaiseksi valin [a, b]

sisdpisteeksi, jossa integroitava funktio muuttuu, mutta piste c¢ voi olla myés
alkuperaisen integroimisvalin ulkopuolellakin, jolloin "ylimeneva” osa lasketaan
kahteen kertaan, mutta eri suuntiin, jolloin sen vaikutus nollautuu.
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: 2 2

 Esimerkki. [3x°dx= | =20 -1=7

E = x=1

Saman voi laskea my('js tyblé‘lé‘lmmin yIimééréisen "mutkan kautta” :

§J3xdx j3xdx+j3xdx_|x+|x =3 P23 =7

Xx=3

Harjoitustehtavia

17.1 Laske késin ja laskimella

a) _2[6x2 dx b) Tsin(2x)dx ) T%
d) jxe‘xz)dx e) Tsin((p)dx f) _T(x+2)(x—1)dx

V4 2
17.2 Laske kasin ja laskimella v) j sinx|dx  a) Hx""dx.

X=-r/3 x=-3

Kohtaa v laskin ei pysty laskemaan tarkassa tilassa ilman apuasi.

17.3 Oletetaan, etta I x)dx =7. Laske seuraavista lausekkeista ne, jotka
x=-1
pystyt laskemaan vaikkapa edella esitettya Iausetta kayttaen:
vi) J (5- x)dx v2) JSf X) dx v3) I 5)dx

x=-1

va) T f(x+5)dx  v5) ﬁ f(x)dx] v6) j(f(x)—1)dx

x=—1

2 2 2
a) jz-f(x)dx b) j (f(x)+2)dx  ¢) I(f(x))zdx

x:1 x;i1 j:—1
d) j f(x)dx e) j —f(x)dx ) j f(x)dx

X=2 x=—1 1

Timo Ojala, Leena Ojala ja Timo Ranta:
97J Differentiaali- ja integraalilaskenta 97 l
Ojalain laskuopit



18. INTEGROIMISMENETELMIA

18.1 Osittaisintegrointi

——————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————

5 D(f(x)-9(x)) = f(x)- 9(x) + f(x)- 9'(x) :
. niin f(x)-g(x) on oikealla puolella olevan lausekkeen jokin integraalifunktio eli :
: [(F(x)- 900+ (x) - g(x0) dx = F(x)- g(x)+ C |
[7(x)- g(x) dx+ [ £(x)- g(x) dx = f(x)- g(x) + C

[1(x)-g'(x) dx = f(x)- g(x) - [ F(x)- g(x) dx

. Nain olemme johtaneet seuraavan osittaisintegrointikaavan:

__________________________________________________________________________________________________________________________

Huomautus. Osittaisintegrointia kannattaa kayttaa tulon f(x)-g’(x) integ-
roimiseen, jos

- toinen tekija f(x) helpottuu derivoitaessa (esim. x, x*, x°,...,Inx,...)

- toinen tekija g'(x) ei mutkistu integroitaessa (esim. e*, sin x, cos x)

Huomautus. Késin laskettaessa osittaisintegrointi kannattaa suorittaa seuraa-
van esimerkin mukaisen kaavion avulla.

 Esimerkki. [x-eax f)=x g g0=e*
fllx)=1 — g(x)=e"

__________________________________________________________________________________________________________________________

Ma&aratyn integraalin osittaisintegrointisdantd on seuraava. Kasinlaskettaessa
kannattaa kayttaa samaa kaaviota kuin edellisessakin esimerkissa.

b b b
Lause. j f(x)-g'(x)dx= | f(x)-g(x)- j f'(x)- g(x) dx
Xx=a X=a Xx=a
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18.2 Sijoitusmenetelma

Integraalin If(x) dx laskeminen helpottuu joskus, jos integraaliin tehdaan so-
piva f(x):n muodosta riippuva sijoitus
x=g(1).
Sijoitusta tehtdessa on huomattava, ettéd dx kayttaytyy kuten differentiaali ts.
dx=g'(t)dt
Jos kyseessd on maaraamaton integraali, niin integraalin laskemisen jalkeen
on palattava takaisin alkuperaisen muuttujan x kayttéon.

Jos kyseessa on maaratty integraali, niin integroimisrajat on muutettava uutta
muuttujaa vastaaviksi.

——————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————

. Esimerkki. Olkoon a>0. Lasketaan integraali
f Va2 - x? dx Sijoitetaan: x=a-sint, dx=a-costdt
Kun x:0 - a, niint:0 - z/2

V& - x? =& - &sin’t = a-cost
Huomaa juurilausekkeen helpottuminen!

cos(2t)

72 5cos? 11 72 2f) 2 /2 2
= j(a-cost)(a-costdt) = azu == | sm (2t) + 1) _za
t=0 t=0 2 4

Huomautus. Jos integroitavana on yhdistetty funktio kerrottuna (vakiotekijaa
paitsi) sisafunktion derivaatalla, niin lauseen If(s(x)) S (x)dx=F(s(x))+C

kaytdn asemasta kannatanee selvyyden vuoksi suosia sijoitusta t=s(x), jolloin
dt = s'(x) dx ja integraali muuttuu yksinkertaisempaan muotoon seuraavasti:

Esimerkki. jsin“(zt)-cos(zt)dt: j(sin(zt))“-cos(zt)dt ‘Sij. z=sin(2t)

sisafunktio  vakiotekijaa dz=2cos(2t)dt
paitsi sfd
(pdz A s o SiF(2D)
—Iz 2—1025+C 0 +C

Harjoitustehtavia
18.1 Laske kasin osittaisintegrointia tai sijoitusta kayttaen. Tarkista laskimella!

T 1
a) jx-sinxdx b) jt?-e’dt c) sz-e(xa)dx d) j\/4—t2 dt
t=0 t=0
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19. MAARATYN INTEGRAALIN
SOVELLUKSIA

Kun maaratyn integraalin avulla lasketaan jonkin summautuvan suureen arvo
osiensa summana, niin kyseinen suure jaetaan esimerkiksi

- aarettdbman moneen aarettoman lyhyeen patkaan tai
- aarettbman moneen aarettoman kapeaan kaistaleeseen tai
- aarettdbman moneen aarettéman ohueen kuoreen

siten, etta sopivaa aika- tai paikka-akselia pitkin kuljettaessa kuljetaan jokaisen
summattavan alkion Iapi tarkalleen kertaalleen.

19.1 Fysikaalisia sovelluksia

Esimerkki. Lasketaan kappaleen aikavalilla 1<t <5 kulkema matka, kun
. kappaleen nopeus on v=v(t)=4+2t.

. Jaetaan tutkittava aikavali arettdman moneen aarettéman lyhyeen osa-aika-
valiin. Adrettdméan lyhyena osa-aikavélina [t, t+df] kappaleen nopeus on (liki-
main) vakio = v(t), joten kappale kulkee tdna lyhyena osa-aikana tasaisella
nopeudella osamatkan
| ds = v(t)-dt . |
' Koska kappaleen koko aikavalilla 1<t <5 kulkema matka saadaan laskemalla '
yhteen kaikki aarettoman monta aarettoman pienta tulomuotoista osamatkaa
v(t)- dt aikavalilta 1<t <5, niin koko matka saadaan maaratyn integraalin ha-
 vainnollisen méaaritelmén mukaisena Jummana eli maarattyna integraalina: |
5 5

s:jv(t)dt:j(4+2t)dt: | (4t+12)=(4-5+5%)—(4-1+12) = 40

t=1 t=1

Esimerkki. Lasketaan matkan 0 < x <100 juoksemiseen kuluva aika, jos no-
peus v=v(x)= 11-10e *1°.

Aarettdman lyhyella osamatkalla [x, x + dx] nopeus on vakio = v(x), joten ta-
' _dx_

: v(x)

Koko aika saadaan laskemalla yhteen kaikki &arettbman monta, darettbman
pienta tulomuotoista osa-aikaa 1. dx valilta 0< x<100 eli integroimalla

v(X)

. man osamatkan kulkemiseen kuluva osa-aika on df =

100 Esitys laskimessa 100 Laskimella
dx 1

fo e 1 _ax =~ 11.27.
J 11-10e !11—10e*”°

x=0
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Esimerkki. Lasketaan johtimessa aikavalilla 0<{<2 kulkenut varaus, jos virta '
| i(t)=5(1-e ). '

Adrettdman lyhyella aikavalilld [t, t+ df] virta on (likimain) vakio = i(t), joten

ko. osa-aikavalilla kulkenut osavaraus on

| dq=i(t)-dt. |
. Koko varaus saadaan laskemalla yhteen kaikki &arettéman monta, aarettéman |
. pienta tulomuotoista termia i(f)- dt aikavalilta [0, 2] eli integroimalla '

g- I dt—IS &) it = 5| (t+106"°)=5((2+10&°%)~(0+106")) <0.937

__________________________________________________________________________________________________________________________

. Esimerkki. Laske x-akselilla valilla 10 < x< 20 olevan sauvan massa, jos

. sauvan pituusmassa (eli pituustiheys) on p= p(x) =20— x. Pituusmassan yk-
sikkdna on esimerkiksi kg/m, ja pituusmassa kertoo, paljonko metri kyseista
| sauvaa "painaa”, jos sauva olisi koko pituudeltaan samanlaista.

Adrettdman lyhyella osavalilld [x, x+dx] sauvan pituusmassa on vakio = p(x),
joten kyseisen patkén osamassa on dm=p(x)-dx . |

' Koko massa saadaan Jummana eli maaréattyna integraalina
' 20

m= [ p(x)ox= [ (20-x) dx= | (20x-X)=(20-20-20")~(20-10-10") =50

x=10 x=10 x=10

Lopputuloksen ymmartda myos terveella jarjella: koska sauvan pituus on 10
. yksikkda ja pituusmassa muuttuu tarkasteluvalilla tasaisesti arvosta 10 arvoon |
. 0, niin keskimaarainen pituustiheys on 5 yksikkda ja massa siis 50 yksikkdd. |

__________________________________________________________________________________________________________________________

. Esimerkki. Pyorimisakselista etaisyydell4 r olevan massapisteen m hitaus-

momentti pyérimisakselin suhteen on J=mr?. Johda tata tietoa kayttden ohu-
. en homogeenisen sauvan (massa m, pituus L) hitausmomentti sauvan p&ate-
. pisteen kautta kulkevan sauvaa vastaan kohtisuoran akselin suhteen.

Sijoitetaan sauva x-akselille valille [0, L], jolloin pyérimisakselina on y-akseli.

Adrettdman lyhyella osavalilld [x, x + dx] oleva massa-alkio on dm:% ax.

Koska massa-alkion etaisyys pydrimisakselista on x, niin alkion hitausmoment-
 ti akselin suhteen on '

dJ ="massa- etdisyys®" m X* dx.

Koko hitausmomentti saadaan Jummana
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. Esimerkki. Maaritetddn homogeenisen ympyralevyn (séde R, massa m) hi-
' tausmomentti keskipisteen kautta kulkevan levyn tasoa vastaan kohtisuoran
 akselin suhteen.

Tarkastellaan keskipisteesta etéisyydella r ... r+dr olevaa ympyrarengasta.
. Renkaan

. - pituus on 2zr
ala dA=2zr-dr

massa dm=dA- p=2xr-dr-

m.— 2’? r-dr
7R R
hitausmomentti akselin suhteen dJ=dm-r? =

2m 3gy

Levyn hitausmomentti saadaan kaikkien renkaiden hitausmomenttien fJummana
. R :

J= J'z'””r?'dr—%—'l7 %z%mRz
r=0

__________________________________________________________________________________________________________________________

Esimerkki. Kuinka suuri tyd tehdaan, kun kondensaattori, jonka kapasitanssi
. on C, varataan jannitteesta U, jannitteeseen U, .

. Jotta kondensaattorin jannite nousisi U :sta dU:n verran on siihen vietéva va-
raus dQ=C-dU. Varauksen dQ nostaminen jannitteeseen U vaatii tydn

- dW=U-dQ=C-U-dU. Koko tyd, joka tehdaan jannitteen nostamiseksi jannit-
teestd U, jannitteeseen U, saadaan Jummana

u
U, 1
w= [ cudu= | ¢-Y=1cuz-Touy
22 2
U=, U=U
0

. Esimerkki. Maaritetaan kaaren y = x* pituus pisteiden
:(0,0) ja (2,4) valilla.

Tarkastellaan aarettoman lyhytta kaarialkiota pisteesta (x, y)
pisteeseen (x+dx,y +dy). Sen pituus ds saadaan suora-

kulmaisen kolmion hypotenuusana kateettien ollessa dx ja
dy, joten kayttaen derivaatan maaritelmaa vaiheessa (*)

' saadaan

(dx)? + (dy)? dx— 1+ ¥/ (x)?dx =1+ (2x)%dx.

Koko kaaren pituus s saadaan Jummana, jossa lasketaan yhteen kaikki tallai-
set kaarialkioiden pituudet valilta 0 < x <2, ts.

2 laskimella
S= I\/1+4x2 dx =~ 4.6468
x=0

__________________________________________________________________________________________________________________________

Timo Ojala, Leena Ojala ja Timo Ranta:
1 OZJ Differentiaali- ja integraalilaskenta 102
Ojalain laskuopit




19.2 Pinta-alan laskeminen

Seuraavassa tarkastelemme sellaisen tasokuvion pinta-alaa, jota rajoittavat
reunakayrat ovat muotoa y = y(x) tai x= x(y).

Tarvittavat esitiedot:

Suorakulmion ala = kanta - korkeus

Pystyjanan pituus
= janan ylapisteen y-koordinaatti
miinus janan alapisteen y-koordinaatti

= paatepisteiden y-koordinaattien erotuksen itseisarvo

Vaakajanan pituus

= janan oikean paatepisteen x-koordinaatti
miinus janan vasemman paatepisteen x-koordinaatti

= paatepisteiden x-koordinaattien erotuksen itseisarvo

Alkuoletuksemme mukaista alaa laskettaessa tarkasteltava alue jaetaan aaret-
tdman moneen, aarettbman kapeaan pysty- tai vaakakaistaleeseen. Kaistalei-

ta voi pitdd suorakulmioina, silla kaistaleen péissa olevien pienten "kolmioiden”
osuus koko kaistaleen alaan verrattuna on merkitykseton.

Kaistaleen valinta kannattaa ratkaista seuraavasti:
- Kayta pystykaistaleita, jos reunakayrat ovat muotoa y = y(x)
- Kayta vaakakaistaleita, jos reunakayrat ovat muotoa x = x(y)

- Jos reunakayrét ovat erimuotoisia tai lausuttavissa kummassa muodossa
tahansa, niin kaytettavat kaistaleet kannattaa valita siten, etta kaistaleet
ovat yhdentyyppisid mikali mahdollista

. Esimerkki. Maarita paraabelin y = x° ja
suoran y =4 rajoittaman alueen ala.

Valilla [x, x + dx] olevan pystykaistaleen ala on
dA = (4 - x*)dx ja koko ala saadaan fJummana

2
A= | (4-x)dx=2

__________________________________________________________________________________________________________________________

X=-2
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Esimerkki. Maarita paraabelin x=y? ja suoran y=x-2 rajoittaman alueen ala.

. Edullisin tapa. Koska molemmat reunakayrat ovat muotoa x = x(y) (suoran !
yhtélé voidaan helposti esittdd myds muodossa x=y+2), niin alue kannattaa |
| jakaa vaakakaistaleisiin. Vaakakaistaleen valintaa tukee myos se, etta kaikki
vaakakaistaleet ovat samaa tyyppia: ne rajoittuvat oikealta suoraan ja vasem-
malta paraabeliin.

Korkeudella y --- y+dy olevan vaaka-
. kaistaleen pituus on (y +2)-y? jaala
' dA=(y+2-y*)dy

- y+dy
: y
. Koko ala saadaan [ummana eli maarat-  ;
' tyné integraalina | )
’ 2 , (1-1)
A= j (y+2-y?)dy =4.5.
y=-1

. Ty6laampi tapa.

. Jos kaytetadn pystykaistaleita, niin pa-
raabelin yhtalésta on ratkaistava muut-
tuja y:i\/} , jolloin saadaan hanka-
 lammin integroitava funktio kuin edella.
. Liséksi tarkastelualueella on kahden- -
| tyyppisia pystykaistaleita: toiset ulottu-

vat paraabelilta paraabelille, toiset

. puolestaan suoralta paraabelille. Kahdentyyppisista pinta-alkioista johtuen on
. laskettava kaksi eri integraalia:

Jos 0 < x <1, niin valilld x--- x+ dx olevan pystykaistaleen ala on
: dA, = (Vx —(~Vx)) dx = 2/x dx

ja niiden summa on 1

| A1=XJ;02\/;dx:%.

Jos 1< x <4, niin vélilld x --- x+ dx olevan pystykaistaleen ala on
' dA, = (Vx - (x—2)) dx

' ja niiden summa on

. Koko alueen ala on
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. Esimerkki. Maarita kadyrien y=x* ja y=6x-x* rajoittaman kuvan mukai-
. sen kaksoisalueen pinta-ala.

T1M

v . . .
2 x
-4 1X x+cix 3
1-18
1-28
-38

Koska reunakayrat ovat muotoa y = y(x), niin jaamme alueen dx:n levyisiin
. pystykaistaleisiin. Koska reunakayrat leikkaavat toisiaan kohdissa x=-3,
. x=0 ja x=2, niin jaamme tarkastelun kahteen vaiheeseen.

Valilld =3 < x <0 olevien pystykaistaleiden ala on
| dA = korkeus -kanta = (x® — (6 x — x%))- dx.
' Naiden kaistaleiden alojen summa on
| 0
Apson = | (X —6x+x*)dx=15.75.

x=-3

Valilla 0 < x <2 olevien pystykaistaleiden ala on
dA = korkeus -kanta = ((6x — x*) - x%) - dx.
. Naiden kaistaleiden alojen summa on
| 2
Agea = | (Bx—x* = x*)dx =5.333.

0

Kaksoisalueen pinta-ala on siis
| A=A sen T Asea = 21.083..

Toisin. Koska jokaisen pystykaistaleen pinta-ala voidaan esittdd muodossa
| dA:korkeus-kanta:‘x3 —(6x—x2)‘-dx,

niin kokonaisala saadaan yhdellakin integroinnilla

2
A= I ‘xs - 6x+ xz‘dx=21 .083.
x=-3
. Tl-laskin ei tosin pysty laskemaan t&ta integraalia kerralla tarkassa tilassa,
vaan laskeminen on suoritettava likiarvotilassa.

' Itseisarvolausekkeen integrointi kdsin edellyttad integroinnin suorittamista alu-
. eittain itseisarvojen sisalla olevan lausekkeen merkin mukaan.
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19.3 Tilavuuden laskeminen

Kappaleen tilavuus lasketaan integroimalla tavallisesti siten, etta kappale jae-
taan tasavahvuisiin ohuisiin "kalvoihin”, joiden tilavuus saadaan periaatteella

Ohuen kalvon tilavuus = kalvon ala A « kalvon paksuus p

Pyo6rahdyskappaletta kasiteltdessa tavallisimmat tilavuusalkiot tilavuuksineen
ovat seuraavat:

Ympyrakiekko I
V=xRp

Reiéllinen ympyrakiekko ™~

("reikaleipa”) S
V=n(R*-r®)p

Ohut sylinterin kuori
v \6%/“’
=27rsp

(Vinkki: Leikkaa sivuviivaa
pitkin ja oikaise vaippa.)

Esimerkki. Laske sen kappaleen tila-
 vuus, joka syntyy paraabelin x =y ja
. suoran y=x-2 rajoittaman alueen

' pybréhtéessd suoran x=-1 ympari.

. Koska reunakayrat ovat muotoa

. X = x(y) ja kaikki vaakakaistaleet ovat
' samaa tyyppié, niin alue kannattaa

. jakaa vaakakaistaleisiin. Korkeudella

. y .-+ y+dy olevan vaakakaistaleen py6rahtaessa pystysuoran suoran x=-1
| ympari, syntyy “reikéleipd”, jonka paksuus on dy, ulkoreunan sade
R=(y+2)—(-1)=y+3 jareidn sdde r=y®—(-1)=y®+1. Yhden “reikaleivan”
 tilavuus on siis

| dV =z(R* - r?)dy = z((y +3)* - (y* +1)*)dy.
Koko kappaleen tilavuus saadaan integroimalla

vj (y+37 —(y2 +1)?)dy =111Z ~ 73 5

y=-1

__________________________________________________________________________________________________________________________
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. Esimerkki. Laske sen kappaleen tilavuus, v
. joka syntyy edellisen tehtavan paraabelin

. x=y” jasuoran y=x-2 rajoittaman

. alueen pyoOrahtdessa suoran y =3 ympari.

. Alue kannattaa jélleen jakaa vaakakaista-
' leisiin samoin perustein kuin edellisessakin

' tehtavassa. T
. Korkeudella y --- y +dy olevan vaakakais- %)

. taleen pyorahtaessa vaakasuoran suoran
.y =3 ympari, syntyy ohut sylinterinkuori, jonka

sade r=pystyjanan pituus =3-y,
sivuviivan pituus S= vaakakaistaleen pituus = (y +2) - y?,
kuoren paksuus p=vaakakaistaleen paksuus dy.

Yhden sylinterin kuoren tilavuus on siis

' dV =2zrs p=2z(3-y)(y +2—-y?)dy.

Koko kappaleen tilavuus saadaan laskemalla kaikkien sylinterinkuorten tila-
. vuudet yhteen eli integroimalla

Huomautus. Muun kuin pydrahdyskappaleen tilavuus lasketaan tavalisesti
“viipaloimalla” tutkittava kappale helposti hallittaviin viipaleisiin.

——————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————

Esimerkki. Maaritetdan kartion tilavuus, kun sen pohjan
. ala on A ja korkeus h.

Sijoitetaan y-akseli kuvan mukaisesti kohtisuoraan
. pohjaa vastaan ja jaetaan kartio pohjan suuntaisiin
. ohuisiin viipaleisiin. VAlilla y --- y +dy oleva viipale
on yhdenmuotoinen pohjan kanssa mittakaavassa

k= % Koska pinta-alasuhde = mittakaavan nelio,

: 2 2
. niin viipaleen ala on #A ja tilavuus dV:#A dy.

. Koko kartion tilavuus saadaan integroimalla
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. Huomautus. Tilavuusalkiona kaytetaan joskus myds ohutta pallonkuorta.
. Johdamme seuraavassa pallon tilavuuden kaavan olettaen pallon pinta-alan
. kaavan tunnetuksi.

Esimerkki. Maaritetdan R-sateisen pallon tilavuus.

. Jaetaan pallo a&rettdméan moneen aarettéméan ohueen samankeskiseen pal-
' lonkuoreen. Tarkastellaan sit4 pallonkuorta, joka on etaisyydella r---r+dr pal- |

lon keskipisteestd. Taman pallonkuoren tilavuus
' dV =kuoren ala<kuoren paksuus = 4zr?-adr .

. Koko pallon tilavuus saadaan laskemalla yhteen aarettdman monta, aéarettd-
. man pienta tulomuotoista osatilavuutta dV =4zr?-dr valiltd 0<r<R. Tama
' lumma saadaan méaérattyna integraalina

R i 3 3 3
_ 24 = r_a . 4,0 _4 ps3
V—r204ﬂr dr—rL47£ 3 4z 3 4 3 375,‘?

__________________________________________________________________________________________________________________________

Harjoitustehtavia

19.1 M@&arita kappaleen aikavalilla 3<t<5 kulkema matka, jos kappaleen
nopeus V) v=v(t)=4 a) v=v(t)=3F +2t.

19.2 Maaritd matkan 50 < x<100 kulkemiseen kuluva aika, jos nopeus
V) v=v(x)=10-x/20 a) v=v(x)=x/2

19.3 Maarita y-akselilla pisteiden (0, 2) ja (0, 10) valilld olevan sauvan massa,
jos sauvan pituusmassa on
V) p=p(y)=20-0.1y> a) p=p(y)=1+2y-0.2y> (yksikkéna kg/m).

19.4 Maaritd x-akselin janalla 4 < x <10 olevan ohuen sauvan hitaus-
momentti suoran v) x=6 a) x=4 b) x=7 c¢) y=6
suhteen, jos sauvan pituusmassa on p=p(x)=12—x (yksikkdna kg/m).

19.5 Laske séiliodn aikavalilla 0 <t <10 virranneen nesteen tilavuus, jos tila-

vuusvirta on V) q(t)=5—% a) q(t)=2+3t  (yksikkdna I/s).
19.6 Kuinka suuri tyd tehdaan, kun hiekkaa, jonka tiheys on 2300 kg/m®, nos-

tetaan maan pinnan tasolta maan paalle kartion muotoiseksi kasaksi,

jonka korkeuson v) 20m a) 10 m ja pohjaympyran s&dde 30 m.

Kéyta arvoa g =9.8 m/s®.

19.7 Laske origokeskisen R-sateisen ympyran pinta-ala
a) pystykaistaleiden b) vaakakaistaleiden ¢) origokeskisten ympyra-
renkaiden alojen summana.
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19.8
19.9

19.10

19.11

19.12

19.13

19.14

109J

Maarita kayrien y = x° ja y = sin(xx/2) rajoittaman kaksoisalueen ala.

Maarita kayran x=y°+y ja suoran y=x/5 rajoittaman kaksoisalueen
pinta-ala.

Maarita sen kappaleen tilavuus, joka syntyy kayrien y = x° ja

y= sin(%x) rajoittaman kaksoisalueen oikeanpuoleisen osan pyo6réh-

tdessa suoran v1) y=3 v2) x=-1 a) y=-1 Db) x=2 ympari.

Maarita sen kappaleen tilavuus, joka syntyy kayréan x=y°+y ja suoran
y=x/5 rajoittaman kaksoisalueen oikeanpuoleisen osan py6rahtaessa
suoran v1) y=2 v2) x=-1 a) y=-1 b) x=12 ympari.

Maarita rantatonttien v, a ja b seka saaritonttien c ja d kokonaishinnat,
kun maan nelibhinnaksi etaisyydella x metrid 1ahimmasta rantaviivasta
on sovittu h(x) =12e"*° €/m?.

Kiinnita erityistd huomiota edullisimman pinta-alkion valintaan.

Mieti myds, voitko laskujen vahentamiseksi jakaa jonkin tontin vaikkapa
kahteen, kolmeen tai neljadn samanarvoiseen osaan. Huomaa, etta
pelkdstaan tontin muoto ja koko eivat maaraa sen hintaa, vaan hinta
riippuu myds rantaviivan sijainnista.

v) 100 m a) 50 m
50m 50m
50 m 45 100m 45°
Meri Mer
b) Meri ) d) |
Meri M er
S0 m : M aata
om | " §=20 100m| Men
Maa Maata 100 m
Menr Mer Menr

Laske valilla 0<x<5 (m) olevan johtimen resistanssi, kun johdinlan-

gan resistiivisyys p =0.02 yksikkénd Qmm? /m ja langan poikkipinta-
alaon A=A(x)=3+x yksikkbna mm?.

Tiedetaan, ettd homogeenisen johtimen resistanssion R=pL/A, mis-

sa L on johtimen pituus. Sarjaan kytkettyjen vastusten kokonaisresis-
tanssi saadaan vastusten resistanssien summana.

Laske ympyralevyn (R=5 m) kokonaisvaraus, kun varaustiheys etaisyy-
della r keskipisteestd on o =c(r)=3-10"° C/m?.
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20. Viivaintegraali kaarialkion
pituuden suhteen

Viivaintegraalia kaytetdan, kun summattava suure on jakautunut tasossa tai
avaruudessa olevalle reitille C. Tassé luvussa tutustumme viivaintegraaliin
kaarialkion pituuden suhteen.

7

Viivaintegraalia laskettaessa kaari jaetaan aarettoman
lyhyisiin patkiin. Otsakkeen mukaista viivaintegraalia
laskettaessa tasoviivan jokaisen patkan pituus lasketaan
suorakulmaisen kolmion hypotenuusana kateettien ds dy
ollessa koordinaattiakseleiden suuntaisia.

Kaarialkion lauseketta muokataan lopuksi tavalla, ax
joka riippuu siitd, missd muodossa kaaren yhtalo
tunnetaan. Tasoviivan kaarialkio on muotoa

A\

ds = (dx)2 +(dy)?

1+(ﬂ

» dx = \/7dx jos reitti on muotoa y = y(x)
2
, 2 . . B
B (d_yj +1 dy =1+ (X(y))" dy, jos reitti on muotoa x = x(y)

\/ % dt—\/( X (1) +(y/(1))° dt, jos parametriesitys {;Z;Eg

;/

g

Avaruusviivan kaarialkio saadaan suorakulmaisen sarmion lavistajana, jos
tunnetaan reitin parametriesitys

ds = J(dx)? + (dy ) + (dz)2:J(%f+(%f+( )dt,

9z
o/
X
= \/(x’(t))z +(y'(1))’ +(Z(1))° dt, jos reitti on {y
z

Huomautus. Edellisissa kaavoissa nelidjuuren alta siirrettavien differentiaalien
dx,dy ja dt on algebran lakien mukaisesti oltava positiivisia, ts. viivaintegraalia
yo. kaavan mukaan muokattaessa saatava maaratty integraali on aina lasket-
tava muuttujan x, y tai t kasvavaan suuntaan (rijppumatta siitd mihin suuntaan
mahdollinen liike reitilla tapahtuu, vertaa sivun 116 esimerkki mé&enlaskusta).
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Huomautus. Fysiikassa voiman tekema ty0 lasketaan toisentyyppisella viiva-
integraalilla (ns. ty6integraalilla), joka on aina laskettava voiman vaikutuksen
alaisen kappaleen liikkkeen suuntaan.

——————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————

. Esimerkki. Maaritetdan paraabelin y = x* kaarella oY, 305
—1< x<2 oleva varaus, jos kaaren pituusvaraus on '
p=p(xy) =10+ x? + y? (yksikkdna esim. pC/m). 3 G -0?2 :

: . 16, |
' Kaaren CJOldenK|n p|§te|<jen Piste | PIUUSVAraUs (x y)

. kohdalle on merkitty viereisen | (x,y) o(x,y) 124 1 ¢ dx

. taulukon mukaiset pituus- (-1,1) 12 1 §
. varaukset. (0,0) 10 o o 1 s

: L (1,1) 12

. Karkeasti arvioiden kaaren

L ) s (v2,2) 16

. pituus = 6 ja keskimaarainen

. pituusvaraus ~ 16, joten (43.3) 22

. kaaren kokonaisvaraus (2,4) 30

Q=P S~16-6=96.

Koska lyhyen kaarialkion pituus

2
ds = /(dx)? +(dy)? = ,[1+ (%) dx =1+ (2x)? dx =1+ 4x* dx,
niin kohdassa (¥, y) olevan kaarialkion varaus on

)V1+4x% dx .

dg=p(x,y)-ds=(10+x*+ y?
:X4Te’iméC

. Koko kaaren varaus saadaan Jummana eli nyt viivaintegraalina yli kaaren C:

2 Laskimella
g=  Jdg = [ (10+xX+x'Wi+4x dx = 93.0302
C Xx=—1
Lue: Viivaintegraali dg Tassa viivaintegraali on jo muutettu
yli kaaren C tavalliseksi maaratyksi integraaliksi
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Esimerkki. Kuinka kauan kestaa kuvan maen laskeminen pisteesta (35,5) ori-
' goon pitkin kdyrda x =12y — y® ilman alkuvauhtia, kun ilmanvastusta ja kitkaa
. ei huomioida? Painovoiman aiheuttama kiihtyvyys g=9.8 (yksikkdna m/s?).

[ - R T R - S 4 |

Maaritamme ensin laskijan vauhdin v(x, y) reitin pisteessa (x, y).
Kitkan ja ilmanvastuksen puuttuessa laskijan liikke-energia pisteessa (x, y) on
. sama kuin potentiaalienergioitten erotus pisteiden (35,5) ja (x, y) valilla, joten

Am-vixy)f =mg(5-y) = vix y)= 1296 -y)

' Kuvan kaarialkion pituus on

= Jdx* +dy® = (dxj +1 dy=+J(12-2yY2 +1dy

Kohdassa (x,y) olevan lyhyen matkan ds kulkemiseen kuluu aika

gio_ds __(2-2yF+1dy
vixy)  2g(5-y)

Koko aika saadaan laskemalla yhteen kaikki osa-ajat koko reitilta C:

t_jd jwz 2yy ! 4y =551

,+2:9.8(5- y)

Huomautus. Edellisessa esimerkissa integrointi oli suoritettava integroimis-
muuttujan y kasvavaan suuntaan eli nyt liikkeelle vastakkaiseen suuntaan,
jotta juuren alta ulos otettu differentiaali dy olisi positiivinen integroimisvalilla.
Jos integroiminen (eli summaus) suoritettaisiin integroimismuuttujan vahene-
vaan suuntaan, niin silloin juuren alta pitéisi lauseke (dy)? siirtda ulos muo-

dossa —qdy.
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Esimerkki. Maarita sen toruksen pinta-ala, joka syntyy origokeskisen ympy-

ran {;f ;g?nsg kKiertdessa pystysuoran suoran x=R ympari, kun R>r.

. Jo geometrian kurssilla olemme arvioineet toruksen pinta-alaa “katkaisemalla |
renkaan ja oikaisemalla sen suoraksi”, jolloin syntyy lieribpinta, jonka pituus on '
"keskimaarin® 2zR ja poikkileikkausympyran piiri 2zr. Pinta-alaksi saadaan |
' nain arvioiden 27R-2zr =47°Rr, joka on taulukkokirjoissa esitettykin toruksen
alan tarkkana arvona.

. Laskemme seuraavassa pinta-alan tarkasti viivaintegraalin avulla. Kohdassa
' (x,y) olevan kaarialkion pituus on

=/(dx)? + (dy)? \/ dr \/ —sint))® +(r-cost)?dr

_\/r (sinr+cos’7) dr=r-dr

. Kaarialkion pituuden lauseke on toisaalta ilmeinen, koska r-sateisessa ympy-
' rassa keskuskulmaa dr (radiaania) vastaavan kaaren pituus on r-dr.

Kohdassa (X, y) olevan kaarialkion pydrahtdessa suoran x=R ympari syntyy
"vy®”, jonka leveys on kaarialkion pituus ds. Vyon pituus on (R-x) -séteisen
ympyran piirin pituus eli 27{R-x). Yhden vy6n ala on nain ollen

| dA=pituus-leveys =27(R- x)-ds .

Koko pinnan ala saadaan laskemalla kaikkien mahdollisten véiden fumma:

2r 2r 2r
A=dA=d27(R-x)ds= [ 2x(R-rcosz)-r-de= [ 2zRr dr— | 2zr*coszdr
C C

=0 7=0 =0

2r 2r or or
=27Rr j 1dr—2xr? jcosrdr=275F?r | 7—27xr? | sint

=0 =0 =0 7=0

=27Rr(27—0)-27zr?(sin(2x)-sin0)=4x°Rr

__________________________________________________________________________________________________________________________

Huomautus. Ympyra viimeisen esimerkin symbolisessa viivaintegraalissa
ngA kertoo, etta pienet osa-alat dA on laskettava yhteen suljetulta reitilta C.

Tybintegraalien yhteydessa tallaiseen ympyraan voidaan viela liittda nuoli
cﬁ tai gg ilmaisemaan kumpaan suuntaan integraali on laskettava. Mutta nyt

kasilla oleva viivaintegraali kaarialkion pituuden suhteen on aina laskettava in-
tegroimismuuttujan kasvavaan suuntaan.
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. Esimerkki. Lasketaan paraabelin x = y?

: vla . . .
kaarella —2 < y <2 olevan johdinlangan al A=12.10=
: resistanssi, kun langan poikkipinta-ala 1 (xy) /_’ |y p=24.10"
. kaaren pisteessa (x, y) on T dx

A= A(XY)=(6+x+y)-10°m? Azg_/é
seka lankamateriaalin resistiivisyys

| samassa pisteessa on
p=p(xy)=(16+2x)-10°Qm.

Kuvaan on naytteeksi laskettu johtimen
. poikkipinta-ala ja resistiivisyys ilman
. yksik6ita seka origossa ettd johtimen péissa.

Kuvaan merkityn aarettoman lyhyen johdinalkion pituus on

2
dl = /o +dy? = /(g—;) +1dy=+(2y?+1dy=\J4y* +1ay.

Koska johdinalkiota voidaan pitaa tasapaksuna homogeenisena johtimena,

niin sen resistanssi dR saadaan kaavasta R = p-% . Niinpa ilman yksikoita
dl o JAayirldy  (16+2y°)AyEel ,

. dR=p(x,y)—9L _=(16+2x)-10°- = 4 103dy.
| A(x,y) (6+x+y)-10 6+y>+y

Koska lyhyet johdinpatkat ovat perékkain muodostaen sarjakytkennan, niin .
johtimen kokonaisresistanssi saadaan Jummana, jossa on &arettéman monta,
. Adrettdman pienta yhteenlaskettavaa ts. kokonaisresistanssi saadaan integ-
 roimalla

' 2 2

R= | 1642y N4 +1 4544, _ 0024065 ~ 0.024Q
6+y +y

__________________________________________________________________________________________________________________________

Harjoitustehtavia

20.1 Maaritd sen massan suuruus, joka on
(i) sinikdyran y=sinx kaarella 0<x<ur,
(i) paraabelin x=y? kaarella -1<y <2,

X=2c0Sst

y—2sint Ylemmallé puolikaarella, missd 0<t<7.

(iii) ympyran {
jos kaaren pituusmassa (yksikkbna g/m) on
V) p=p(xy)=12+x+y  a) p=p(xy)=6+x+2y
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20.2

20.3

20.4

20.5

20.6

Kuinka kauan kestaa liike
a) pisteesta (2, 4) pisteeseen (-1, 1) pitkin paraabelia y = x°
b) pisteesta (4, 2) pisteeseen (1, 1) pitkin paraabelia x = y?

x=100cos't
y =100sint
vasta pisteestd arvoa t=0° vastaavaan pisteeseen,

kun liikkeelle 1ahdetaan ilman alkunopeutta ja painovoiman aiheuttama
kiihtyvyys g=9.8 ? Kitkaa ja ilmanvastusta ei huomioida.

c) pitkin ympyréaviivaa { parametrin arvoa t=60° vastaa-

Maarita kaaren

X =5cost

y=5sint”’ st<2z

() y=x3,0<x<2 (i) x=y% -1<y<2 (i {

hitausmomentti suoran v) x=1 a) y=1 suhteen, jos kaaren pi-
tuustiheys p=p(x y)=20—x—y. Huomaa, ettd massapisteen dm hitaus-

momentti etdisyydelld r olevan akselin suhteen on dJ =dm- r?

Maarita sen pyérahdyspinnan ala, joka syntyy, kun

v) paraabelin y = x* kaari 0<x<2

a) sinikdyran y=sinx kaari 0< x<rx

c) paraabelin x=y* kaari —-1<y <2

d) ympyran {)}(/::22%?5; kaari 0<t<2r

pyorahtaa suoran x=4 ympari.

Huomaa, etta pisteessa (x, y) olevan kaarialkion ds = +/(dx)* +(dy)?

pyorahtdessa suoran x =4 ympari syntyy "vy6”, jonka leveys on ds ja
pituus 27(4 — x).

Maaritd sen pinnan ala, joka syntyy kaaren y = x*, —1< x<2, pyérah-
tdessd suoran V) y=x—-1 a) y=x+2 ympari.

Huomaa, etta pisteessé (x, y) olevan kaarialkion etaisyyden pyérahdys-
akselista saat lauseella:

|ax, + by, +¢|

Pisteen (x,,y,) etéisyys suorasta ax+by+c=0 on d=
V& +b°

Laske a)kaarella y=x%,-1<x<2, olevan

. |x=3cost
b) ympyran {y=35int’0

johdinlangan resistanssi, kun langan poikkipinta-ala pisteesséa (x, y) on
A=A(x,y)=(20-x*+y)-10°m? seké johdinmateriaalin resistiivisyys
samassa pisteessa on p = p(x,y)=(20+2x+3y)-10°Qm.

<t<2x, ympari kiertdvan
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21. PINTAINTEGRAALI

Pintaintegraalia kaytetaan, kun summattava suure on jakautunut jollekin pin-
nalle.

Jatkossa rajoitutaan vain siihen tilanteeseen, jossa suure on jakautunut taso-
alueelle. Summattava suure voisi olla jakautunut kaarevallekin pinnalle.

Pintaintegraali lasketaan iteroituna integraalina eli kahden sisdkkaisen maa-
ratyn integraalin avulla.

Huomautus. Niille iteroiduille integraaleille, joita me jatkossa kaytamme, ovat
. ominaisia seuraavat seikat
. - sisemman integraalin sisalla oleva integroitava funktio voi sisaltaa molem-
pia paikkamuuttujia x ja y
- sisempi integraali integroidaan jommankumman paikkamuuttujan suhteen
pitden toinen muuttuja vakiona
- sisemman integraalin rajat voivat riippua ulomman integraalin integroimis-
muuttujasta
- ulommassa integraalissa on integroitavana sisemmasta integraalista saa-
tava lauseke, jossa ei enaa ole jaljella sisemman integraalin integroimis-
muuttujaa

- ulompi integraali integroidaan toisen paikkamuuttujan suhteen kuin sisempi
- ulomman integraalin rajat ovat vakioita (eivat ainakaan sisalla paikkamuut-
tujia x ja y, mutta voivat sisaltaa esimerkiksi ajan i) !

- iteroidun integraalin laskettu arvo on vakio (tai se ei ainakaan siséalla paik-
kamuuttujia x ja y, mutta voi riippua vaikkapa ajasta)

__________________________________________________________________________________________________________________________

. Esimerkki. Laske iteroitu integraall
' 1 ( 2x
I= j (I (x+2y+3x2y2)dyj ax .
x=0\_y=x

Sulkeitten sisalla oleva integraali lasketaan tavallisena maarattyna integraalina
. integroimalla y:n suhteen ja pitaen xvakiona :

2x 2x
j (x+2y +3x3y2)dy= | (xy+ Z-L +\&x y_
y=x yx Zz 5
=(x-2x+(2x)2 + x2-(2x)°) = (x- x+ X2 + X2x°) = 7X° + 4 X2
lauseke ylarajalla, jossa y=2x lauseke alarajalla, jossa y=x

Ulompi integraali lasketaan tavallisena maarattyna integraalina:

4 3y _ (L, 4y_ _15_5
XL)(” +4x? dx—| Ex+20)=(L+D-(0+0)=12=3

__________________________________________________________________________________________________________________________
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. Huomautus. Kirjallisuudessa esimerkin iteroitu integraali esitetdan yleensa il-
' man sisemmaén integraalin ympérilla olevia sulkeita eiké rajoillakaan kerrota
. kyseisen integroinnin integroimismuuttujaa ts.

Esitetaan

tavallisesti
1 2x muodossa 12X
= J‘LJ' (x+2y+3x2y2)dy]dx = j(x+2y+3x2y2)dydx

O ey

Huomautus. Esimerkin iteroidun integraalin voi laskea laskimella
- kahdessa vaiheessa kuten edellakin tai

- yhdella yksirivisella askinsyotteella I(I(x+2y+3x"2y"2,y,x,2x),x,0,1)
tai

1p02x
- kayttaen sisakkaisia integraalipohjia seuraavasti IOJX (x+2y+3x2y2)dydx.

Huomaa, ettd integraalin alareunaan ei saa laskimeen kirjoittaa integroimis-
muuttujan nimea ja yhtasuuruusmerkkia, vaikka tassa monisteessa menetel-
laankin selvyyden vuoksi poikkeuksellisesti niin. Sisemman integraalin ymparil-
le voi laskimeenkin halutessaan kirjoittaa selventavat sulut kuten esimerkis-
sammekin oli tehty.

. Esimerkki. M&arita paraabelin y = x* ja suoran

. y = x+2 rajoittaman alueen T massa, jos alueen
' nelidmassa (eli massa pinta-alayksikkda kohden)

. on paikan funktio p = p(x,y) =5+ x+y yksikkona
. esimerkiksi kg/m?.

Alueen massa esitetdan usein symbolisena pinta-
. integraalina

m:ldm

' merkinnan kertoessa, ettd alueen T massa m saa-
. daan laskemalla yhteen kaikki alueen T osamassat dm.

. Osamassojen yhteenlaskeminen on nyt sikali ty6lasta, ettd jaettiinpa alue T

' kapeisiin pysty- tai vaakakaistaleisiin, niin neliémassa vaihtelee téllaisen kais-
' taleenkin sisalla. ltse asiassa yhden kaistaleenkin massa on jo laskettava in-

. tegroimalla ja lopuksi kaistaleiden massat on viela laskettava toisella integ-
 roinnilla yhteen.

. Me joudummekin jakamaan alueen T &arettéman monella pysty- ja vaaka- ,
' suoralla suoralla kummassakin suunnassa aarettéman pieniin suorakulmioihin: :
. Tarkastelemme seuraavaan kuvaan merkittya suorakulmiota, jonka yksi karki
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on pisteessa (x, y) ja tasta karjesta alkavien sivujen pituudet ovat dx ja dy.
. On muistettava, ettd dx ja dy ovat darettdoman pienia, vaikka havainnollisuus-
syista suorakulmio onkin piirretty suurena.
. Koska valittu pinta-alkio on pistemainen
. (se on peitettavissa pienella ympyralla, mita
' esimerkiksi alueen T reunaviivalta toiselle
ulottuva kapeinkaan pystykaistale ei ole), niin
. nelidmassa on vakio pinta-alkiossa. Pinta-
- alkion

- alaon dA=dxdy

- massa dm=p(x,y)dA=(5+x+y)dxdy

valilla x--- x+ax vahvennettujen pysty-

: viivojen sisalla olevan pystykaistaleen massa

. saadaan laskemalla yhteen paallekkain olevien
pinta-alkioitten massat alkaen alueen alemman
 reunaviivan korkeudelta y = x* ja jatkaen aina

. ylemman reunaviivan korkeudelle y = x +2 asti:

dx on vakio koko pysty-
kaistaleessa, joten sen voi [

X+2

_[ (5+x+y)dy}dx

y=x?

X+2 ottaa yhteiseksi tekijaksi

Myystykaistale = j (5+x+y)dxdy =
valilla x..x+Ax  y=x2

Koko alueen massa saadaan laskemalla yhteen kaikkien pystykaistaleiden |
. massat alkaen vasemmanpuolimmaisesta kaistaleesta kohdassa x=-1 ja jat- !
- kaen oikeanpuolimmaiseen kaistaleeseen asti kohdassa x =2:

laskimella

2 X+2
Myoko alue T = J. L _[ (5+X+Y)d}/]dx = %=31.95.

Huomautus. Edellisen esimerkin alkuperaistd symbolista pintaintegraalia voi-
daan merkitd monin eri tavoin:

m=jdm=”dm:jpdA :J.p(x,y)dA =jjp(x,y)dA=”p(x,y)dxdy

Kayttamalla kaksinkertaista integraalimerkkia voidaan korostaa integroimisalu-
een T kaksidimensionaalisuutta ja sitd, etta integraali kannattanee jatkossa
laskea kaksinkertaisena integraalina. Korvaamalla massa-alkion symboli dm
nelidmassan ja pinta-alan tulolla p dA voidaan lukijalle jo valmiiksi kertoa, mi-
ten massa-alkio voidaan laskea. Symbolisessa pinta-integraalissa ei vield kui-
tenkaan kerrota laskennassa tarvittavan iteroidun integraalin integroimisrajoja
eika sitd kumman muuttujan suhteen integrointi ensin suoritetaan.
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Huomautus. Pintaintegraalin voi muuntaa iteroiduksi integraaliksi kahdessa
eri jarjestyksessa: Sisempi integraali voidaan laskea joko muuttujan x tai y
suhteen ja ulompi integraali lopuksi toisen muuttujan suhteen.

Pintaintegraalin arvo on aina riippumaton integroimisjarjestyksesta, mutta tar-
vittava tydmaara voi voimakkaastikin riippua integroimisjarjestyksesta.

Sisemman integraalin edustama kaistale kannattaa valita kuten tavallisessakin
maaratyssa integraalissa:

- Kayta pystykaistaleita, jos reunakayrat ovat muotoa y = y(x)
- Kayta vaakakaistaleita, jos reunakayrat ovat muotoa x = x(y)

- Jos reunak&yrat ovat erimuotoisia tai lausuttavissa kummassa muodossa
tahansa, niin kaistaleiden suunnan valinta kannattaa suorittaa siten, etta
kaistaleet ovat yhdentyyppisia mikali mahdollista

——————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————

. Esimerkki. Laskemme edellisen esimerkin vield uudelleen kahdessa eri jarjes-
. tyksessa selittaen laskuja sen verran kuin jatkossakin tehtavia tulisi selittaa.
Kummassakin tavassa tarkastelemme kohdassa (x, y) olevaa darettéman
' pienta suorakulmiota, jonka
. - ala dA=dxdy

- massa dm= p(x,y)dA= p(x,y)dxdy =(5+ x+ y)dxdy
On selva3, ettd alueen massa saadaan pintaintegraalina

m:jdmzj(5+x+y)dxdy.
T

:

| v

Edullinen tapa: Koska alueen rajat ovat muotoa 4 (24

. ¥y = y(x), niin kdytdmme pystykaistaleita. T /

5 | 2 TAY

. Esitdmme alueen T muodostumisen valilla —1<x<2 =z

' olevien aarettdman kapeiden kaistaleiden avulla: L

: =x
~1<x<2 "Ulompi silmukka" Ik Uy g

) P S
T:<ja kullakin x:n arvolla : 7 3

X<y<x+2 "Sisempi silmukka" —

Muodostamme pintaintegraalia edustavan iteroidun integraalin siten, etta
. ulommassa integraalissa muuttuu x, kuten alueen T esityksessakin x oli
' ulomman “silmukan” muuttuja, ja sisemmaéssa integraalissa muuttuu y kuten
alueen esityksessakin:

2 x+2 laskimella
m= [I (5+x+y)ddex = 31.95

2

x=—1 y=x

__________________________________________________________________________________________________________________________
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' Tyolas tapa. Koska vaakakaistaleita on kahden

' tyyppisid, niin vaakakaistaleita kaytettdessa
. aluetta T on tarkasteltava kahdessa eri osassa:
0<y<t
T.0sa -1 J@ kullakin y:n arvolla
~Jy <x<\y
1<y<4
T s0sa 4 J@ kullakin y:n arvolla . . | |
y-2<x<\ly 2 - 1 2
Koko alueen massakin on laskettava kahtena pintaintegraalina
mzmalaosa +myléosa = j dm+ J dm
Talaosa Tyléosa

1y 4y
= [| | G+x+y)ax|dy+[| [ (5+x+y)dx|dy=7.467+24.483=31.95

y=1\ x=y-2

. Esimerkki. Laske ympyralevyn x*+y® <1 hitaus- Y

. momentti pisteen (1,0) kautta kulkevan levya vastaan

. kohtisuoran tason suhteen, kun levyn tiheys dydzl :

| X |
p=p(xy)=2-x -y X) LR

Alueen T voi nyt hyvin esittaa kahdellakin tavalla
| —1< x<1 1<y <1
T:< jakullakin x:n arvolla tai T7:< ja kullakin y:n arvolla.

—~1=x* <y<y1-x° —J1=y? <x< J1-y?

Koska kohtaan (x,y) piirretyn alkion hitausmomentti akselin suhteen on

2
dJ ="massa-etéisyys®" = (2— x* — y*) dx d}"(\/(1—x)2 +(O—y)2) ’
niin koko hitausmomentti saadaan kaksinkertaisena ”ummana

J = Xj1[ y|'_X2(2—x2—yz)((1—x)2+y2)dy] dx

tai vaihto-
ehtoisesti 1
1 e

0

-y
| (2—x2—y2)((1—x)2+y2)dx]dy:% 6.807
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. Esimerkki. Maarita ympyran x*+y® =100 ja suoran y=2x+10 rajoittaman |
pienemman ympyrasegmentin hitausmomentti suoran y = x+15 suhteen, kun
segmentin neliomassa po(x,y)=20+x+y.

Koska tarkasteltava alue voidaan peittaa yhdentyyppisilla vaakakaistaleilla ,
(jotka ulottuvat ympyrankaarelta suoralle), mutta peittamiseen tarvittaisiin kah-
. dentyyppisia pystykaistaleita (ensin vasemmalla alemmalta kaarelta ylemmalle !
kaarelle, sitten oikealla suoralta ylemmalle kaarelle), niin aiemman ohjeen mu-
. kaan kannattaa kayttaa vaakakaistaleita. Sita varten ratkaistaan reunaviivojen

| yhtaldistd x muuttujan y funktiona ympyrén vasemmanpuoleisella kaarella

X=—100—)2 . 1" |

. Vaakakaistaleita kayttaen ympyran-
. segmentille saadaan seuraavat rajat
. "kaksinkertaisella silmukalla™

-6<y<10
T - J jakullakin y:n arvolla

—J100- 2 SXS%—S

Tarkastelemme kuvaan merkittya
kohdassa (x, y) olevaa pinta-alkiota.
' Sen
. - ala dA=dxdy

- massa dm=p(x,y) dA=(20+ x+y) dx dy

- etaisyys akselista —x+ y —15 =0 saadaan pisteen (x, y) etaisyytena
[-x+y—15|

(1) + 12
- hitausmomentti akselin suhteen on

kyseisesta suorasta, ts. d=

2
dJ = massax etaisyys? = (20 + x + y) dxdy - X+ y;15)

Koko segmentin hitausmomentti saadaan pintaintegraalina

- —-15)?
Xy =157 4 lay 21218

J=fas=[| | (20+x+y)

__________________________________________________________________________________________________________________________
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Edullisimman integroimisjarjestyksen valintaa pintaintegraalin laskemiseksi voi
havainnollistaa my0s peittamalla integroimisalueen ensin joko pysty- tai vaaka-
nuolilla sen mukaan, lasketaanko sisemmassaé integraalissa yhteen alkioita
pysty- tai vaakakaistaleesta.

Koko alueen kattavien nuolten suunta kannattaa valita seuraavasti:
- kayta pystynuolia, jos reunakayrat muotoa y = y(x), ja kdyta vaakanuolia,
jos reunakayrat muotoa x = x(y)

- pyri peittamaan alue yhdentyyppisilla nuolilla, jolloin selviat yhden iteroidun
integraalin laskemisella.

Piirra sitten yksi (tai tarvittaessa muutama perattainen) ensin piirrettyja koko
alueen peittavia nuolia vastaan kohtisuora nuoli, joka kuvaa ulommassa integ-
raalissa tapahtuvaa pysty- tai vaakakaistaleiden arvojen yhteenlaskua. Kirjoita
sitten alueen rajat "painvastaisessa jarjestyksessa” ja lopuksi rajoja vastaava
iteroitu integraali.

. Esimerkki. Lasketaan viereisen kuvan (-2,2)  ya (2,2)
. mukaisessa kolmioalueessa oleva massa,
 kun pintatiheys on p = p(x,y) =1+ Xx+y.

y==x y=x
Alue kannattaa peittaa vaakanuolilla, koska o
' ne ovat kaikki samaa tyyppia: vasemmalta
 reunalta oikealle reunalle. (-2,2) : (2,2)
| 0<y<?2 E
T :{ ja kullakin y:n arvolla X=-y ‘/;:y

—y<x<y 7/

2 y
m= j( | (1+x+y)dedy=23—8z9.33
y

y=0\ x=— ('2,2) A (2.2)

: NN

' Sama tydlaammin: Koska aluetta peittavat Ry

. pystynuolet ovat kahta eri tyyppid, niin pysty- y=-X V=X

. kaistaleiden kayttaminen johtaa kahteen eri Lo >

| iteroituun integraaliin: g
—-2<x<0 0<x<2

T, asen ouoli - 112 kullakin x:n arvolla ja Tjiea ouoli - 112 kullakin x:n arvolla

—Xx<y<2 X<y<2

vasen Toikea x=-2

T y=-x x=0\_y=x

m=jdm+fdm= T L i (1+x+y)dy]dx+ T{T (1+X+Y)d}’]dxz%
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Harjoitustehtavia

21.1

21.2

21.3

21.4

21.5

21.6

Laske kasin ja laskimella

") _Z[Lyj xzySdX}dy a) jf(xj(x2+y)ddex b) T{T(2x+y)dx]dy

y=1\ x=y x=0\_ y=0 y=0\ x=y

Paattele ensin ilman laskuja, mitkd muuttujat esiintyvéat seuraavien iteroi-
tujen integraalien lasketuissa arvoissa. Laske sitten integraalit laskimella.

v) j{j xdedy a) T[f(xﬂ‘)dt}dz b)f“ xyzdx]dt

y=0\ x=y z=1\t=z t=1\_x=y

Laske kolmiolevyn a) A(-2,0)B(0,2)C(2,0) b) D(4,4)O(0,0)F(4,-4)
kokonaisvaraus, jos levyn varaustiheys p=p(x,y)=10+x-y .

Laske kuvissa olevien paraabelin ja ympyran segmenttien massat, kun
kunkin alueen pintatiheys on p = p(x,y) =25+ x+2y (yksikkdna kg/m?).

Maarita seuraavien kolmiolevyjen hitausmomentit suoran x =1 suhteen,
kun levyn nelidmassa p=p(x,y)=5+x+2y .

v1) A(-3,0)B(0,3)C(3,0) wast1197)  v2) D(0,-3)E(0,3)F(3,0) (vast 288)
a) G(-3,3)H(0,0)I(3,3) b) J(-2,0)K(0,2)L(0,-2)

Maarita sen kappaleen tilavuus, joka syntyy paraabelin y = x* ja suoran
y =4 rajoittaman alueen py6rahtaessa suoran v) y=x-2 a) y=x+7/
ympari.

Ohje: Jaa alue pieniin suorakulmioihin dxdy . Tallaisen alkion py6rahta-
essa akselin ympari syntyy vanne, jonka tilavuuden saat ajattelemalla
vanteen oikaistuksi. Pisteessa (x, y) olevan pinta-alkion etéisyyden vi-
nosta pyérahdysakselista saat algebran kurssista tutulla lauseella:

ax, + by, +c
Pisteen (x,,y,) etéisyys suorasta ax+by+c=0 on d:‘ f/ziyoz ‘
a+b
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22. AVARUUSINTEGRAALI

Avaruusintegraalia (eli tilavuusintegraalia) kaytetdan, kun summattava suure
tayttad kolmiulotteisen kappaleen sisaosan.

Esimerkki. Tarkastellaan suorakulmaista sarmiéta K, jonka pisteet toteuttavat
‘ehdot 0<x<6,0<y<4,0<z<3. Lasketaan sdrmidén massa, jos sarmién

tiheys p=p(x,y,z)=2x+4y+6z.

Jaamme sarmion K darettoman moneen aarettoman pieneen suorakulmaiseen
| s&rmidon koordinaattitasojen suuntaisilla tasoilla. Tarkastelemme yhta tallaista !
 tilavuusalkiota, jonka yksi kérki on pisteessa (,y,2) ja tasta karjesta lahtevat |
' sdrmat ovat pituudeltaan dx, dy ja dz. TAméan s&rmidn tilavuus ja massa ovat

| dV =dx-dy-dz

. dm=p(x,y,z)-dV=(2x+4y+6z)dxdy dz .

Koko kappaleen massa saadaan laskemalla yhteen kaikki osamassat kappa-

. leesta K, mitd merkitdan symbolisella tilavuusintegraalilla

m=[dm= [[[dm=[[[ p(x.y,2) dx dy dz
| K K K |
Tama tilavuusintegraali voidaan laskea kolminkertaisena iteroituna integraalina
. esimerkiksi seuraavassa jarjestyksessa '

m= _[ j _[2x+4y+62)dx)dy)dz

z=0 y=0 x=0

Tama on kaEpaleesta K korkeudelta z --- z+dz
leikatun vaakasuoran viipaleen massa, Joka puoles-
taan lasketaan kaksiulotteisena plntamtegraalma

6
= _T ( ]. (| (x*+4xy+6x2)dy) dz= j' ( jt (36+24y+362)dy) dz

z=0 y=0 x-o z=0 y=0

= T( | (36y+12y2+36yz))d2='T(144+192+144z)dz=1656
=0 y=0 z=0

Em. kolminkertainen iteroitu integraali saadaan tietenkin Tl-laskimen syotteista
I(I(I(2x+4y+62,x,0,6),y,0,4),z,0,3) tai I§I04I06(2x+4y+62) dx dy dz

Koska seuraavan huomautuksen mukaan tilavuusintegraalin arvo ei riipu in-
. tegroimisjarjestyksesta, niin edellinen integraali voidaan laskea kaikkiaan
3 2-1=6 eritavalla:

6 4 6 3

m= I(I I (2x+4y+62)0z)dy)dx= [ ( [ ( [ (2x+4y+62)dz)dx)dy =
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Huomautus. Tilavuusintegraalin voi muuntaa iteroiduksi integraaliksi kuudes-
sa eri jarjestyksessé: Sisin integraali voidaan laskea minka tahansa muuttujan
X, y tai z suhteen. "Vali-integraali” lasketaan sitten jommankumman jaljella
olevan muuttujan suhteen ja uloin integraali lasketaan lopuksi kolmannen
muuttujan suhteen.

Tilavuusintegraalin arvo on aina riippumaton integroimisjarjestyksesta, mutta
tarvittava tydmaara voi voimakkaastikin riippua integroimisjarjestyksesta.

Edullisimman integroimisjarjestyksen selvittamiseksi tayta kappale nuolilla:
- Kayta pystynuolia, jos reunapinnat ovat muotoa z= z(x, y)

- Kayta x-akselin suuntaisia nuolia, jos reunapinnat ovat muotoa x=x(y,z)
- Kayta y-akselin suuntaisia nuolia, jos reunapinnat ovat muotoa y=y(x,2)

Tayttamiseen kaytetyt nuolet kuvaavat sisimman integraalin integroimis-
muuttujan muuttumista.

Kappaleen rajojen kirjoittaminen kannattaa aloittaa sen "pohjan”, “taustan” tai
"sivuprofiilin” rajojen maarittdmisella, jota vastaan kohtisuorassa suunnassa
nuolet kulkevat. Tilavuusintegraalia vastaavan iteroidun integraalin ulompien

integraalien muuttujat ja rajat saadaan naista "pohjan”, "taustan” tai "sivuprofii-
lin” muuttujista ja rajoista.

Esimerkki. Lasketaan sen kappaleen massa, jota rajoittaa

. - ylospéain aukeava paraboloidi z=x°+y?, joka on syntynyt
yz-tason paraabelin z=y? py6rahtaessa z-akselin ympari
. - vaakasuora taso z=9.

Kappaleen tiheys olkoon p=p(x,y,2)=10+x+2y+3z.

. Integroimisrajat saadaan ajattelemalla kappale taytetyksi
pystysuuntaisilla nuolilla, jotka nousevat kappaleen xy-

. tasolla olevan ortogonaaliprojektion (kohtisuoran heitto-

. varjon) jokaisen pisteen kohdalla paraboloidilta tasolle

. z=9. Nain saamme kappaleelle rajat

-3<x<3 Kappaleen "pohjaympyra"
ja jokaisella x:n arvolla (ortogonaaliprojektio
K:i—J9-x*<y<+9-x° xy-tasolla)

ja "pohjan" jokaisen pisteen (x, y) kohdalla

X +y?<z<9

Kappaleen massaa esittava tilavuusintegraali voidaan muuntaa seuraavaksi

- Tl-laskimella laskettavaksi iteroiduksi integraaliksi

3 Vox 9
m=[dm=[p(xy.2av=[ ( [ ( [ (10+x+2y+32)0z)dy)dx=3563
! K K x=—3 y=— W 2=x2+y?

__________________________________________________________________________________________________________________________
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. Esim. Maéritetan vinon tason x+2y+3z=6
. ja koordinaattitasojen rajoittaman tetraedrin
' 0(0,0,0) X(6,0,0) Y(0,3,0) Z(0,0,2) massa,
kun kappaleen tiheys on

| p=p(Xy,2)=1+2x+3y +4z.

Tarkastellaan pisteessa (x,y,2) olevaa

tilavuusalkiota, jonka sarmat ovat dx, dy
' ja dz. Sen tilavuus dV =dxdydz ja massa

. dm=p(x,y,2) dV=(1+2x+3y+4z) dxdy dz.

. Kappaleen massaa esittavan tilavuusintegraalin m = fdm rajojen maarittdmi-
' K

. seksi taytamme kappaleen ensin pystynuolilla, jotka nousevat vaakasuoralta
pohjakolmiolta OXY tasolle x+2y+3z=6, jolloin saamme kappaleelle rajat
| 0<x<6

ja jokaisella x:n arvolla } Kappaleen pohja OXY

K:< 0<y<3-x/2

ja pohjan jokaisen pisteen (x, y) kohdalla
0<z<(6-x-2y)/3

E 6 (3-x/2( (6-x-2y)/3
' Nainollen m= j[ j ( j (1+2x+3y+4z)dz}dy}dx:49.5.
i x=0

y=0 z=0

. Vaihtoehtoisesti voimme tayttda kappaleen y-akselin suuntaisilla nuolilla, jotka
' kulkevat xz-tasolla olevalta kappaleen "sivuprofiililta” OXZ edella mainitulle vi-
 nolle tasolle. Nain rajoiksi saadaan

' 0<x<6

ja jokaisella x:n arvolla } Kappaleen "sivuprofiili" OXZ

K:< 0<z<2-x/3

ja "sivuprofiilin” jokaisen pisteen (x, z) kohdalla
0<y<(6-x-32)/2

i 6 (2-x/3( (6-x-32)/2
éNéinoIIen mzj j( I (1+2x+3y+4z)dy]dz}dx=49.5.

x=0\ z=0 y=0

. Jos kappale taytetdan x-akselin suuntaisilla nuolilla, jotka kulkevat kappaleen
| "taustalta” OYZ vinolle etutasolle, niin kappaleen rajat ovat

0<y<3

ja jokaisella y:n arvolla } Kappaleen "tausta" OYZ

K:3 0<z<2-2y/3

ja "taustan" jokaisen pisteen (y, z) kohdalla
0<x<6-2y-3z

3 (2-2y/3/6-2y-3z
jamassaon m= _f{ _[ ( _[ (1+2x+3y+4z)dx]dzjdy:49.5.
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Harjoitustehtavia

22.1

22.2

22.3

22.4

22.5

Maarita tilavuusintegraalin avulla sen suorakulmaisen sarmién massa,
jonka tiheys on p = p(x,y,z) =13 - x—y — Z ja jota rajoittavat koordi-
naattitasojen lisaksi tasot x=5,y=3jaz=4.

Koska sarmion tiheys muuttuu lineaarisesti, niin voit tarkistaa tuloksesi
laskemalla kappaleen massan helpommin tilavuuden ja sarmion keski-
pisteessa (2.5, 1.5, 2) lasketun tiheyden tulona.

Olkoon v) R=3 a) R=2. Maaritd sen ympyralierion massa ja hi-
tausmomentti x-akselin suhteen, jota rajoittavat R-sateinen ympyra-
lieribpinta y® + z° = R? akselinaan x-akseli ja yz-tason suuntaiset tasot
x=1ja x=7. Lieridn tiheys p = p(x,y,z) =20 - x— y® - 2°.

Koska tarkasteltava kappale tiheysfunktioineen on symmetrinen x-
akselin suhteen, niin tehtavan voi tilavuusintegraalin lisaksi laskea
tarkastelemalla pienten suorakulmaisten sarmididen asemasta ohuita
sylinterinkuoria, joiden symmeria-akselina on x- akseli.

Tarkastellaan sita paraboloidin segmenttia, jota rajoittavat xy-taso ja
alaspain aukeava paraboloidi z=9- x* — y*. Paraboloidin huippu on z-
akselilla pisteessé (0,0,9) ja paraboloidi leikkaa xy-tasoa pitkin kolmi-
sateistd ympyraa x* + y® = 9. Maarita paraboloidin hitausmomentti z-

akselin suhteen, kun paraboloidin tiheys p= p(x,y,z)=30—x*—y*-2z.

Laske positiivisen y-akselin suuntaan aukeavan paraboloidin y = x* + 2°
jatason y =16 rajoittaman kappaleen massa ja hitausmomentti y-
akselin suhteen, jos kappaleen tiheys p =10+ y — x* — 2°. Parabo-
loidi on syntynyt, kun yz-tason paraabeli y = z° on py6rahtanyt y-
akselin ympari. Kappaleen ortogonaaliprojektiota xz-tasolla rajoittaa ym-
pyrda X° +2° = 4%,

Vinon tason 2x-3y+4z=12 ja koordinaattitasojen rajoittaman tetraedrin

0(0,0,0) X(6,0,0) Y(0,-4,0) Z0,0,3) tiheys on po(x,y,2)=4+2x-3y+4z.
Maarita tetraedrin v) massa  a) hitausmomentti x-akselin suhteen.
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VASTAUKSIA

1 o as 1 a+3 .
1.1 vi1) 4,5, 3,e| maaritelty v2) 247D v3) 5410 v4) a" +a
V5) % v6) 25 v7) 4X° +4x+1 v8) 2% +1
12 /42
2
1.4 v1) y=x*+6x+8  v2) y:XerS v3) y==+ 45)(
vd) y=-2x°+4x (missd 0 < x<2)
1.6 (1,2

21 vi)1 v2)% v3) —1 v4)% V5) »  V6)0

22 ¢&°
2.3 v1)% v2) 3 v3) 2 v4) 0

24 V1) —wo V2) »  V3) o
27 12

2.8 vi1) 4X v2) 5L

t4
29 1
3.1 i) 149.11, 147.021001, 147.00021, 147 ii) 147
3.2 i) 7.8, 7.98, 7.998 ii) 16-4t
3.3 [0,2t,4°], [0, 2 12t%]
3.4 i)13.228, 13.820, 13.882, 27.78, 277.8, 2778, 27780 ii) 13.889, oo
41 3x°, 48

5.2 Vaheneva, kun x S% . Kasvava, kun x 2%
53 -1
313/t
6 3,5
7.1 —8cos(2x),24x+6,—7=—6x4‘,—§x 2 96x+18

7.2 v1) -32sin(2x) v2) (16x+32)e”* v3) x-sinx—4cosx, —4
8.2 z-akselin suunnassa

8.3 0.00056 , yhtalosta ratkaisemalla 0.00055993729

8.4 1.033
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9.1

9.2
9.3
9.4

9.7

9.8
10.1
10.2

10.3

11.1
11.2
11.3
11.6

12.1

13.1
13.2
13.3
13.5
13.6
13.7
13.8

13.9
14.1

14.2

14.3

129J

v(t) = v, +aoz‘+%bz‘2 , alty=a, +bt

1924
v=[2 6t12t%], a=|0,6,24t]
4125, 6000, 3375 ; 675,0,-1125 ; 4327.5, 6000, 3262.5

_ _[23.832 .
ktan_12i2\/£~{0_16784 , k. =-0.32101

v(50)=6.81 , a(50) =0.0057 ... Poliisi saavuttaa, t=15.7

Maksimipiste (—1, 2), minimipiste (1, —2), kdannepiste (0, 0)

Minimi (1, 2) , maksimi (—1,—-2) Asymptootit x=0ja y=x

Kayra on vinon asymptoottinsa alapuolella ja yléspain kupera, kun x<0.
Kayra on vinon asymptoottinsa ylapuolella ja alaspain kupera, kun x>0.
vl) x=0,x=4, x-akseli v2) x:2,x=—2,y:%

v3) x=0,y=2x+3

Suurin arvo 5, pienin -49

r=h=68.3 mm

Pienin etaisyys on 25.918 (kun aikaa on kulunut 6.5619)

2.0358391 rad~116.64499° ja 4.2473462 rad~243.35501°, jolloin kartioitten

yhteistilavuus on 0.456640591r°. (Vertaa: puolikasympyrdista taitettujen
kartioitten yhteistilavuus on vahan pienempi 0.45344984r°)

v1) Reitti (0,—10) - (5.77,0) - (49.85,0) - (80,20) , aika 18.43 (ylitarkasti)
v2) Reitti (0,—10) - (7.09,0) - (80,20) , aika 12.21 (ylitarkasti)

i) 5.07, 48 i) -217, -2.2 i) 3,-24

2.01667

AV=dV =402 , AV =423

A=(370.518+2.729) m = (371+ 4) m?

t=(588.2+69.20) s=(590+80) s

y=0.8387+£0.0190 =0.84 £0.03 sopimuksemme mukaisessa muodossa

a =(0.87104 4 0.0031) rad = (0.0871 0.004)rad
tai asteina a =(49.907+0.1779)° = (49.9+0.2)°

x=10.1581=10.16
AT =833, dI=7.2
AA=0.676, dA=0.666

1" (1.5333+0.1356) A=(1.5+0.2) A
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14.4

14.5
14.6
14.7
14.8

15.1

15.2

15.3
15.4
15.5
16.2
19.1
19.2
19.3
19.4
19.5
19.6
19.10
19.11
19.12
20.1
20.3
20.4
20.5
211
21.2
21.4
21.5
21.6

22.2
22.5

130J

P =(352.67 + 38.84) W = (350 + 50) W
p =(1974.3+325.4) kg/m® = (2000 + 400) kg/m®
A=120.69+3.38=121+4
A=6.0£05
o =(36.87 £0.315)° = (36.9 + 0.4)°

dy _6x

fﬂﬁ:h—ﬁﬂi—-taiva”ﬂoehkﬁsesﬁrnuodossa — =
ax  3x%+1 dx e

y-3 =—2—27(x—2) eli 27x+2y-60=0

y=2x-1

0

T = 4816022 + 273116 = 4800000 + 300000 = (4.8 +0.3)-10°
3/2

544

8.11

126.9

84

45.2

2.12.10° J

vl) 6.166 v2) 3.719

v1) 1127/15=23.46 v2) 14327/35~128.54
26890.85 €

() 54.14 (i) 87.50 (i) 247+8~83.40
() 45.63 (i) 1450.4 (i) 9267.7
80.61

45.73

28.052

Esiintyy t,  t2/2-1/6

v1) 124.2 v2) 3632.6

vl) 119.7 v2) 28.8

70472/15~208.52

m=621r~1951, |=24307 ~ 7634

156
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Ojalain laskuopit -oppimateriaalisarjaan kuuluvassa teoksessa Differentiaali-
ja integraalilaskenta on pyritty huomioimaan insinddriopetuksessa tapahtunut
lahiopetuksen voimakas vahentyminen. Matematiikassakin on keskityttava
kaikkein oleellisimpaan: kasitteiden hallitsemiseen, apuvalineiden tehokkaa-
seen hyddyntamiseen mekaanisen kasinlaskennan asemasta seka suoritettu-
jen laskujen ja saatujen tulosten selkedan esittamiseen.

Yhden kirjoittajan omat opiskelijat ovat viime vuodet kdyttédneet TI-Nspire CX
CAS -laskimia. Siksi teoksessa on hyddyllisia ohjeita kyseisen laskimen kay-
tésta. Monet opiskelijat ovatkin tyytyvaisina todenneet "oppineensa nakemaan
metsan puilta”. Myds muiden symbolisten laskimien ja matematiikkaohjelmien
kayttajat saavat kirjasta ideoita oman apuvalineensa hyddyntamiseen.

Tekijoilté jo aiemmin ilmestyneiden teosten Algebra ja Geometria lisaksi 1&hi-
tulevaisuudessa ilmestyy viela differentiaaliyhtaldita kasitteleva oppimateriaali.
Kaikki sarjan teokset ovat vapaasti tulostettavissa ja jaettavissa koko sivun
kopioina opetuskayttdon.
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