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1 JOHDANTOA

Momenttimenetelma on eras perinteinen staattisesti maaraamattomien sauvara-
kenteiden ratkaisumenetelma, jota jollain rakenteiden mekaniikan perusopinto-
jaksolla yleensa kasitellaan. Momenttimenetelmassa paadytaan yhtaloryhmaan,
jossa tuntemattomina on sauvanpaamomentteja ja sauvakiertymia. Momentti-
menetelmadn perusyhtald esittdd sauvan sauvanpaakiertyman sauvanpaamo-
menttien, sauvakiertyman ja sauvan kuormituksen avulla. Perusyhtald perustuu
Euler-Bernoullin palkkiteoriaan (teknilliseen taivutusteoriaan), missa sauvan
leikkausmuodonmuutosten vaikutusta ei oteta huomioon. Palkkiteoriaa, joka
huomioi em. leikkausmuodonmuutokset nimitetaan Timoshenkon palkkiteoriaksi.
Se kuvaa palkin toimintaa tarkemmin kuin Euler-Bernoullin palkkiteoria. (Salmi
& Kuula 2012))

Artikkelissa esitetaan, miten momenttimenetelman perusyhtaloa sauvanpaakier-
tymalle voidaan helposti muokata niin, ettad se huomioi myos leikkausmuodon-
muutosten vaikutuksen. Artikkelissa esitetaan myds momenttimenetelman avulla
johdettu ns. kolmen momentin yhtald jatkuvien palkkien analysointiin. Kolmen mo-
mentin yhtalon yhteydessa havaitaan, etta tietylla taivutus- ja leikkausjaykkyyden
suhteella osa muodostuvan yhtaléryhman yhtaloista voidaan ratkaista erillisina.
Esimerkkilaskelmissa verrataan Euler-Bernoullin ja Timoshenkon palkkiteorioiden
antamia ratkaisuja erityisesti jatkuvien palkkien yhteydessa.

2 TIMOSHENKON PALKKITEORIA

Euler-Bernoullin palkkiteoriassa palkin taipuman v derivaatta v ' on yhtasuuri
kuin poikkileikkaustason kiertyma . Timoshenkon palkkiteoriassa nain ei ole.
Taipuman derivaatan ja kiertyman erotus on liukuma y eli y =v' - ¢. Timoshenko-
palkin toimintaa kuvaavat differentiaaliyntalot kiertyman ja taivutusmomentin
M vaélillle ja toisaalta taipuman ja leikkausvoiman Q vélille ovat



v'=-4 (1)
=g+ 2
v—n;ﬂ+G_.A (2)

missa El on taivutusjaykkyys ja GA = kGA on leikkausjaykkyys, missd k on ns.
leikkauskorjauskerroin. Poikkileikkausmuodosta riippuva leikkauskorjauskerroin
ottaa huomioon vakioarvosta poikkeavan leikkausjannityksen jakauman. Esimer-
kiksi suorakaide-poikkileikkauksen tapauksessa k=5/6 (Reivinen & Salonen 1994).
Taivutusjaykkyys ja leikkausjaykkyys oletetaan tdssa artikkelissa vakioiksi.

Koska Euler-Bernoullin palkkiteoriassa ¢p=v' seuraa tasta, etta differentiaaliyhtalon
(1) paikalla on Euler-Bernoullin palkkiteoriassa tuttu taipuman differentiaaliyhtalo

pl=—— (3)

Jalkimmaista differentiaaliyhtdlod (2) ei Euler-Bernoullin palkkiteoriassa esiinny.
Leikkausvoima saadaan tasapainoyhtalosta Q=M. (Beer & Johnston 1992.)

3 MOMENTTIMENETELMA
3.1 Siirtyma- ja voimasuureet

Momenttimenetelman siirtymdsuureina ovat sauvan i-j sauvanpadkiertymat 08
ja @, seka sauvakiertyma {, (Kuvio 1). Sauvakiertyma kuvaa sauvan jaykan kap-
paleen likketta. Siihen eiliity sauvan kayristymista. Sauvakiertyman sijaan voidaan
kayttaa myos sauvan pdiden i ja j poikittaissiirtymia. Nain on tehty esimerkiksi
lahteessa (Salmi & Kuula 2012). Voimasuureina ovat sauvanpaamomentit Muja
M, seka sauvanpaaleikkausvoimat Q, ja Q, (Kuvio 1).

Mﬂ(r 1 Mﬂ
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Kuvio 1. Momenttimenetelman siirtyma- ja voimasuureet.



3.2 Sauvanpaakiertymat
Momenttimenetelman yhtald sauvan if sauvan alkupaan /sauvanpaakiertymalle on
iy = ayMy = ByMy + by + af) (4)

missa a, ja B; ovat sauvan joustokertoimet ja a,° on kuormitustermi, joka huomioi
sauvan poikittaisen kuormituksen. Sauvan loppupaan j sauvanpaakiertyman
yhtalo saadaan yhtalosta (4) vaihntamalla alaindeksien i ja j jarjestysta.

Yhtalo (4) koostuu neljasta osasta, joista ensimmainen kuvaa sauvan alkupaan
sauvanpaamomentin vaikutusta, toinen osa sauvan loppupaan sauvanpaamo-
mentin vaikutusta, kolmas osa sauvakiertyman vaikutusta ja viimeinen osa sauvan
poikittaisen kuormituksen vaikutusta sauvan alkupaan i sauvanpaakiertymaan.

3.3 Joustokertoimet ja kuormitustermi

Yhtalossa (4) esiintyvat joustokertoimet a, ja B; riippuvat kaytettavasta palkkiteo-
riasta. Tarkastellaan seuraavassa niiden johtamista Timoshenkon palkkiteorian
tapauksessa. Erikoistapauksena saadaan joustokertoimet myos Euler-Bernoullin
palkkiteorian sauvalle.

Annetaan aluksi sauvan alkupaalle i sauvanpaamomentti l\/lU (Kuvion 2 vasem-
man-puoleinen tapaus). Talldin sauvan taivutusmomentti on M(x) = My =M% ja
leikkausvoima on @(x) = —M:;%. Sijoittamalla nama differentiaaliyhtaldihin (1) ja
(2) ja huomioimalla tukiehdot v(0)=v(L)=0, saadaan kaksi tuntematonta integroin-
tivakiota ratkaistua. Taman jalkeen taipuman ja kiertyman lausekkeet ovat selvilla.
Lopuksi kiertymalle sauvan alkupadssa saadaan laskemalla arvo

Py = (‘3% + ﬁ]ﬁﬁj (5)

Ottamalla kaytté6n sauvalle i-j dimensioton suure @y =L™EIfGA  miss3 pituus
ja jaykkyyssuureet lasketaan ao. sauvan arvoilla, voidaan (5) esittaa muodossa

@y = (1 +3¢y) %“u (&)
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Annetaan seuraavaksi sauvan loppupadlle j sauvanpaamomentti M, (Kuvion 2
keskimmainen tapaus). Talldin sauvan taivutusmomentti on Mix) = —Hﬁf ja leik-
kausvoima on @(x) = —M; % Menettelemalld kuten edelld, saadaan kiertymalle
sauvan alkupaassa arvo

pij=—(1- ﬁﬁij]%”ﬁ (7

Tarkastellaan lopuksi poikittaisen kuorman vaikutusta sauvan alkupaan / sauvan-
paakiertymaan. Kuormitustapaukseksi on valittu tasainen kuorma (Kuvan 2
oikeanpuoleinen tapaus). Talloin sauvan taivutusmomentti on  M(x) = ;qlx —;ga?
ja leikkausvoima on @(x) = ;4L —gx . Kiertymalle sauvan alkupéassa saadaan dif-
ferentiaaliyhtaldiden (1) ja (2) avulla arvoksi

3
Py = ;: % (8)

Saaduista tuloksista voidaan todeta, etta joustokertoimet ovat Timoshenkon
palkkiteoriassa

ay=(1+3¢y) 5 By=(1-6¢y) (9)

Euler-Bernoullin palkkiteoriassa ¢U:O,jo||oinjoustokertoimet pelkistyvat momentti-
menetelmalle tyypillisiin arvoihin

ay=im  By=eg (10)

, . . - _ ladd . .
Kuormitustermille saatiin edelld @ = 3; 5. Kuormitustermi-afj kertoo ao. kuor-

mituksen aiheuttaman sauvanpdakiertymdn suuruuden sauvan alkupdassa
ja kuormitustermi afi sauvanpaakiertyman sauvan loppupadssa. Symmetriselle
kuormitukselle afy = —af; .

4 KOLMEN MOMENTIN YHTALO
4.1 Yhtaloén johto

Tarkastellaan jatkuvan palkin valitukeen i liittyvien sauvojen sauvanpaakiertymia.
Kuvion 3 merkinnaillé ja kaavan (4) avulla niille saadaan

@y = agMy — ByMy + ﬂf; (11)

Pu = CpMye = BucMyg + af, (12)



I - i it
Kuvio 3. Jatkuvan palkin valituki i ja sen viereiset sauvat.

Koska sauvalla on yksikasitteinen kiertyma valituella i, on siind voimassa sauvan-
paakiertymien valinen yhteensopivuusyhtalo

Py = Pk (13)

Sauvalla on myos yksikasitteinen taivutusmomentin arvo valituella i, joten lisaksi
on voimassa sauvanpaamomenttien valinen tasapainoyhtald

Mu-f”& =0 {14]

Sijoittamalla sauvanpadkiertymat (11) ja (12) yhteensopivuusyhtaloon (13), otta-
malla huomioon momenttitasapainoyhtalo (14) ja jarjestelemalla termeja saadaan

BucMy; + (@ + oy )My — ByMj = af, — @iy (15)

Koska valituen j momenttitasapainoyhtalon mukaan on oltava M;=-M, saadaan
yhtalo (15) lopulliseen muotoon

BucM + (o + )My + ByM; = afl, — af} (1)

missa yksialaindeksiset momentit M, M, ja M, ovat suoraan jatkuvan palkin taivu-
tusmomentit kyseisten valitukien kohdilla. Saatu tulos (16) on kolmen momentin
yhtalo jatkuvan palkin analysointiin. Se kay yhtahyvin Timoshenkon palkille kuin
Euler-Bernoulli palkille kunhan joustokertoimet huomioidaan kaytettavan palk-
kiteorian mukaisesti.

Kun yhtaléa (16) sovelletaan paistaan vapaasti tuetun jatkuvan palkin valituilla,
saadaan aikaan yhtaléryhma, josta palkin taivutusmomenttien arvot valituilla

voidaan ratkaista. Saadun yhtaléryhman kerroinmatriisin nollasta eroavat alkiot
ovat keskittyneet matriisin lavistdjalle ja sen viereisiin paikkoihin.

4.2 Erikoistapaus

Kun tarkastellaan joustokertoimen _ij kaavaa (9), huomataan ettd dimensiotto-
man suureen arvolla ¢, = 1/6 joustokerroin haviaa. Tassa tapauksessa yhtalosta



(16) jaa vastaava osa pois. Jos yhtalon (16) seka B, etta B, jaavat pois, paadytaan
yhtaloon, josta saadaan valittdbmasti ratkaistua taivutusmomentti M, vélituella i.

Kaytannon palkkirakenteilla dimensiottoman suureen arvo 1/6 ei kuitenkaan
ole realistinen. Se havaitaan, kun tarkastellaan dimensiottomaan suureeseen
vaikuttavia tekijoita esimerkiksi suorakaidepoikkileikkauksen tapauksessa.
Kimmomoduulin ja leikkaus-moduulin suhde on £ =2(1+¥), jayhyysmomentin
ja poikkileikkausalan suhde on £=h=,f12 jolloin dimensiottomalle suureelle

saadaan kaava

by == = O (17)

missa v on materiaalin suppeumakerroin ja h on poikkileikkauksen korkeus. Kaa-
vasta (16) havaitaan, etta mita suurempi on poikkileikkauksen korkeus verrattuna
sauvan pituuteen, sitd suurempi vaikutus on sauvan dimensiottomalla suureella.
Kaytannossa sauvan pituus on huomattavasti suurempi kuin poikkileikkauksen
korkeus, jolloin nelidtermille saadaan pieni arvo, suuruusluokaltaan 1/100. Ne-
liotermin edessa oleva termi on suuruusluokaltaan ykkdsen luokkaa.

5 LASKUESIMERKIT

Laskuesimerkeiksi on valittu kaksi palkkitehtavaa, jotka havainnollistavat moment-
ti-menetelman soveltamista. Ensimmainen esimerkki on hyvin yksinkertainen
ulokepalkkitehtdva, jonka vapaassa paassa on pistekuorma. Toinen esimerkki on
kolmiaukkoinen jatkuva palkki. Laskelmissa esitetaan valivaiheiden paakohdat ja
lopputulokset.

5.1 Ulokepalkki
Kuvion 4 ulokepalkin tapauksessa taivutusmomentin jakauma voidaan helposti
selvittda tasapainotarkastelulla. Nain sauvanpaamomentit ovat M, = -FL ja
M,.= 0. Sauvan alkupadassa kiertymaa ei ole ja lisaksi sauva on sivusiirtyva, jolloin
yhtalo (4) menee muotoon

Piz = @aMyz + P2 =0 (18)

josta sauvakiertymalle saadaan helposti ratkaisuksi

FL
iz = —@aMp = (1+ 3¢12]ﬁ (19)



ja edelleen palkin taipumaksi vapaassa padssa

v = Libyz = (14 3¢.2) = (20)
F
& :
L

Kuvio 4. Pistekuormitettu ulokepalkki.
5.2 Kolmiaukkoinen jatkuva palkki

Kuvion 5 kolmiaukkoisen jatkuvan palkin tapauksessa on voimassa sauvanpdaa-
momenttien osalta palkin pdissa M,,=M,,=0. Soveltamalla kolmen momentin
yhtaléa (16) palkin valituilla, pisteissa 2 ja 3, saadaan seuraavat yhtalot palkin
momenttien M, ja M, ratkaisemiseksi

(a2 + @23)M; + fasM; = ay — ady (21)
BaaMy + (@32 + @3 )Mz = al (22)
q
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Kuvio 5. Kolmiaukkoinen jatkuva palkki.

Edelld joustokertoimet ovat

an =z =an=0+3da)5; B =Fa=0-6bu)g; (23)
seka
g = (1 + 3ghay) % (24)

ja kuormitustermit ovat

0 _ .0 _ _.0 _ ta
@23 = —0n = —@32 =5, (25)

Valitaan palkiksi teraspalkki IPE 300, jonka E=210 GPa, G=81 GP3,1=8356-10*
mm*, A=5380 mm?, k=%=04033 ja L=50 m. Kuormitus on g=60 kN/m.
Taulukossa 1 on esitetty laskentatulokset taivutusmomenteille valituilla seka



tukireaktioille laskettuna seka Timoshenkon palkkiteorialla (lyhenne Tim) etta

Euler-Bernoullin palkkiteorialla (lyhenne E-B).

Taulukko 1. Laskentatulokset taivutusmomenteille ja tukireaktioille.

M, M, R, R, R, R,
Tim | -177,209 kNm | -33,472 kNm | 114,558 kN [ 364,189 kN | 124,600 kN | -3,347 kN
E-B | -179,348 kNm | -32,609 kNm [ 114,130 kN | 365,217 kN | 123,913 kN | -3,261 kN

6 JOHTOPAATOKSET

Timoshenkon palkkiteoria ottaa huomioon myos leikkausmuodonmuutosten

vaikutuksen. Se kuvaa palkin toimintaa tarkemmin kuin tavanomainen Euler-

Bernoullin palkkiteoria. Momenttimenetelma on erds perinteisen staattisesti
madraamattomien sauvarakenteiden ratkaisumenetelma, jonka yhtalot sau-

vanpadkiertymille esitetdan yleensa perustuen Euler-Bernoullin palkkiteoriaan.
Artikkelissa esitettiin, miten sauvanpaakiertymien yhtaloita muokataan niin etta

ne huomioivat my6s Timoshenkon palkkiteorian. Momenttimenetelman yhtaldista

johdettiin edelleen kolmen momentin yhtalot jatkuvan palkin analysointiin. Saatuja
yhtaloita sovellettiin kahden palkkitehtavan ratkaisussa.
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